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２０２２年,教育部印发«关于推进新时代普通高等学校学历继续教育改革的实施意见»(以下简称«意
见»),要求推进新时代普通高等学校举办的学历继续教育改革发展.«意见»指出普通高等学校举办的

学历继续教育统一通过成人高考入学,统一专业教学基本要求,统一最低修业年限,统一毕业证书.为

了满足广大考生备考的需要,使其能够顺利通过成人高校统一入学考试,我们组织了有丰富成教经验

的一线教师和专家,认真研究了教育部高校学生司和教育部考试中心２０２０年修订的«全国各类成人高

等学校招生复习考试大纲»,并依据２０２０年版大纲的要求,在把握成人高考命题变化的基础上,精心编

写了全国各类高等学历继续教育统考教材.
本系列教材包括:
高中起点升本、专科:«语文»«英语»«数学(文史财经类)»«数学(理工农医类)»«历史地理综合»

«物理化学综合».
专科起点升本科:«政治»«英语»«大学语文»«高等数学(一)»«高等数学(二)»«艺术概论»«民法»«教

育理论»«生态学基础»«医学综合».
在本系列教材的编写过程中,侧重体现如下几个特点:

１．紧扣大纲,时代性强

本系列教材紧扣最新修订的«全国各类成人高等学校招生复习考试大纲»,内容的编排和选择与新

大纲的知识系统完全一致,充分体现了新大纲的知识能力要求.在编写过程中,借鉴和吸收基础教育

改革的成果,融入新的命题思想和观点,及时适应成人高考的新变化,具有较强的时代性.

２．结构合理,重点突出

本系列教材根据知识的内在联系和考生的认知规律,既坚持了“少而精”的原则,又注重了教材内

容的完整性,遵循从简单到复杂、由浅入深、循序渐进的原则进行编排.学习起点低,重点突出,更加有

利于考生对学科知识内容的理解,提高复习效率.

３．针对性强,科学实用

本系列教材针对成人高考的实际需要,注重基础知识复习和能力训练,具有较强的针对性和实

用性.
本系列教材不仅可供参加全国各类高等学历继续教育统考的考生使用,也适用于高中及以上学历

的学生、教师和教研人员学习、参考.
为进一步提高本系列教材的质量,欢迎广大师生提出宝贵意见和建议,以便及时修订,使之日趋

完善.

编　者





超高命中,源自精选

命题专家深度解读历年考试真题,对出题内容、题型比例、考查重点、出题形式有独特地把握,在紧

密结合考试大纲的基础上,精心提炼核心考点,辅以精选全真试题,准确洞悉命题方向,连续命中原题,
一直保持超高命中率!

«高等数学(二)»命中实例

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　１．设函数f(x)在[a,b]上连续,在(a,b)可导,f′(x)＞０,f(a)f(b)＜０,则f(x)在(a,b)内零点的

个数为(C)(２０１９年统考题)

A．３ B．２ C．１ D．０
２．设２x 为f(x)的一个原函数,则f(x)＝(B)(２０１９年统考题)

A．０ B．２ C．x２ D．x２＋C
３．设函数y＝e２x,则dy＝　　　　　 ．(２０１９年统考题)

答:２e２xdx
４．函数f(x)＝x３－１２x 的极小值点x＝　　　　　 ．(２０１９年统考题)

答:２　

５．方程y３＋lny－x２＝０在点(１,１)的某邻域确定隐函数y ＝y(x),则dy
dx x＝１ ＝ ．(２０２０年

统考题)

答:１
２

６．求曲线y＝x３－３x２＋２x＋１的凹凸区间与拐点．(２０２０年统考题)
答:

y′＝３x２－６x＋２,y″＝６x－６,
令y″＝０,得x＝１．
当x ＞１时,y″＞０,故(１,＋ ¥)为曲线的凹区间;
当x ＜１时,y″＜０,故(－ ¥,１)为曲线的凸区间,
函数的拐点为(１,１)．

　　说明:由于篇幅所限,命中题目不一一列举,但都在书中以考题的形式出现.
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第一章　极限和连续

�0>!

　　极限

(１)了解极限的概念(对极限定义中“εＧN”“εＧδ”“εＧM”的描述不作要求),掌握函数在一点处的左

极限与右极限以及函数在一点处极限存在的充分必要条件．
(２)了解极限的有关性质,掌握极限的四则运算法则．
(３)理解无穷小量、无穷大量的概念,掌握无穷小量的性质、无穷小量与无穷大量的关系,会进行

无穷小量阶的比较(高阶、低阶、同阶和等价),会运用等价无穷小量代换求极限．
(４)熟练掌握用两个重要极限求极限的方法．
连续

(１)理解函数在一点处连续与间断的概念,理解函数在一点处连续与极限存在之间的关系,掌握

函数(含分段函数)在一点处连续性的判断方法．
(２)会求函数的间断点．
(３)掌握在闭区间上连续函数的性质,会用它们证明一些简单命题．
(４)理解初等函数在其定义区间上的连续性,会利用函数连续性求极限．
说明:据教育部最新颁布的«全国各类成人高等学校招生复习考试大纲»中专科起点升本科高等

数学(二)考试大纲规定,去掉函数的概念与性质的相关内容,但极限、连续、导函数等部分还要研究函

数的性质．为方便初学者或基础薄弱者更好地学习本教材,我们仍予保留,以供自学之用．

第一节　函　数

����

一、常量与变量

(１)常量与变量的定义:我们在观察某一现象的过程时,常常会遇到各种不同的量,其中有的量在过

程中不起变化,我们将其称为常量;有的量在过程中是变化的,也就是可以取不同的数值,我们则将其

称为变量．

注意　在过程中还有一种量,它虽然是变化的,但是它的变化相对于所研究的对象是极其微小的,
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我们也把它看作常量．

(２)变量的表示:如果变量的变化是连续的,则常用区间来表示其变化范围．在数轴上,区间是指介

于某两点之间的线段上点的全体,见表１Ｇ１．

表１Ｇ１

区间的名称 满足区间的不等式 区间的记号 区间在数轴上的表示

闭区间 a≤x≤b [a,b]
[a,b]

a b x

开区间 a＜x＜b (a,b)
(a,b)

a b x

半开区间 [a,b]或[a,b]

(a,b]

[a,b)
a b x

a b x

以上这些区间都是有限区间,除此之外,还有无限区间．

[a,＋∞):表示不小于a的全体实数,也可记为x≥a．

(－∞,b):表示小于b的全体实数,也可记为x＜b．

(－∞,＋∞):表示全体实数,也可记为R．

注意　－∞和＋∞,分别读作“负无穷大”和“正无穷大”,它们不是数,仅仅是记号．

(３)邻域:设α与δ是两个实数,且δ＞０,满足不等式|x－α|＜δ的实数x 的全体称为点α的δ邻

域,点α称为此邻域的中心,δ称为此邻域的半径．

二、函数

(１)函数的定义:当变量x 在其变化范围内任意取定一个数值时,变量y 按照一定的法则f 总有确

定的数值与它对应,则称y 是x 的函数．变量x 的变化范围叫作这个函数的定义域．通常x 叫作自变量．

y 叫作函数值(或因变量),变量y 的变化范围叫作这个函数的值域．(注意:为了表明y 是x 的函数,我

们用记号y＝f(x),y＝F(x)等来表示．这里的字母“f”“F”表示y 与x 之间的对应法则即函数关系,

它们可以采用任意不同的字母来表示)如果自变量在定义域内任取一个确定的值时,函数只有一个确

定的值和它对应,这种函数叫作单值函数,否则叫作多值函数．这里我们只讨论单值函数．

(２)函数相等:由函数的定义可知,一个函数的构成要素有定义域、对应法则和值域．因为值域是由

定义域和对应法则决定的,所以,如果两个函数的定义域和对应法则完全一致,我们就称两个函数相等．

(３)函数的表示方法:

①解析法:用数学式子表示自变量和因变量之间的对应关系的方法即是解析法．例如直角坐标系

中,半径为r,圆心在原点的圆的方程是x２＋y２＝r２．
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r
x

y

O

图１Ｇ１

②表格法:将一系列的自变量值与对应的函数值列成表来表示函数关系的

方法即是表格法．例如在实际应用中,我们经常会用到的平方表、三角函数表等

都是用表格法表示的函数．

③图示法:用坐标平面上的曲线来表示函数的方法即是图示法．一般用横坐

标表示自变量,纵坐标表示因变量．例如直角坐标系中,半径为r,圆心在原点的

圆的图示法如图１Ｇ１所示．

三、函数的简单性质

(１)函数的有界性:如果对属于某一区间I上的所有x 值总有|f(x)|≤M 成立,其中 M 是一个与

x 无关的常数,那么我们就称f(x)在区间I上有界,否则便称无界．

注意　一个函数,如果在其整个定义域内有界,则称为有界函数．

例如:函数f(x)＝cosx 在(－∞,＋∞)内是有界的．

(２)函数的单调性:如果函数f(x)在区间(a,b)内随着x 增大而增大,即对于(a,b)内任意两点x１

及x２,当x１＜x２ 时,有f(x１)＜f(x２),则称函数f(x)在区间(a,b)内是单调增加的．如果函数f(x)

在区间(a,b)内随着x 增大而减小,即对于(a,b)内任意两点x１ 及x２,当时x１＜x２,有f(x１)＞

f(x２),则称函数f(x)在区间(a,b)内是单调减少的．

例如:函数f(x)＝x２ 在区间(－∞,０)内是单调减少的,在区间(０,＋∞)内是单调增加的．

(３)函数的奇偶性:如果函数f(x)对于定义域内的任意x 都满足f(－x)＝f(x),则f(x)叫作偶

函数;如果函数f(x)对于定义域内的任意x 都满足f(－x)＝－f(x),则f(x)叫作奇函数．

注意　偶函数的图形关于y 轴对称,奇函数的图形关于原点对称．
(４)函数的周期性:对于函数f(x),若存在常数T＞０,使得关系式f(x＋T)＝f(x)对于定义域内

任何x 值都成立,则f(x)叫作周期函数,T 是f(x)的周期．

注意　我们说的周期函数的周期是指最小正周期．

例如:函数sinx,cosx 是以２π为周期的周期函数;函数tanx 是以π为周期的周期函数．

四、反函数

(１)反函数的定义:设有函数y＝f(x),若变量y 在函数的值域内任取一值y０ 时,变量x 在函数的

定义域内必有唯一值x０ 与之对应,即f(x０)＝y０,那么变量x 是变量y 的函数．这个函数用x＝φ(y)

来表示,称为函数y＝f(x)的反函数．

注意　由此定义可知,函数y＝f(x)也是函数x＝φ(y)的反函数．

(２)反函数的存在定理:若y＝f(x)在(a,b)内严格增(减),其值域为R,则它的反函数必然在R内

确定,且严格增(减)．

注意　严格增(减)即是单调增(减)．

例如:y＝x２,其定义域为(－∞,＋∞),值域为[０,＋∞)．对于y 取定的非负值,可求得x＝± y．
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若我们不加条件,由y 的值就不能唯一确定x 的值,也就是在区间(－∞,＋∞)内,函数不是严格增

1

1

xO

y
y=2x

y=x

y=log2x

图１Ｇ２

(减),故其没有反函数．如果我们加上条件,要求x≥０,则对y≥０,x＝ y就是

y＝x２ 在x≥０条件下的反函数．即函数在此条件下严格增(减)．
(３)反函数的性质:在同一坐标平面内,与y＝f(x)与x＝φ(y)的图形是

关于直线y＝x 对称的．

例如:函数y＝２x 与函数y＝log２x 互为反函数,则它们的图形在同一直

角坐标系中是关于直线对称的,如图１Ｇ２所示．

五、复合函数

若y 是u 的函数,y＝f(u),而u 又是x 的函数,u＝φ(x),且φ(x)的函数值的全部或部分在f(u)

的定义域内,那么,y 通过u 的联系也是x 的函数,我们称后一个函数是由函数y＝f(u)及u＝φ(x)复

合而成的函数,简称复合函数,记作y＝f[φ(x)],其中u 叫作中间变量．

注意　并不是任意两个函数都能复合;复合函数还可以由更多函数构成．

例如:函数y＝arcsinu 与函数u＝２＋x２ 是不能复合成一个函数的．

因为对于u＝２＋x２ 的定义域(－∞,＋∞)中的任何x 值所对应的u 值(都大于或等于２),y＝arcＧ

sinu 都没有定义．

六、初等函数

(１)基本初等函数:我们最常用的基本初等函数有五种,分别是:指数函数、对数函数、幂函数、三角

函数及反三角函数．下面我们用表１Ｇ２来把它们总结一下．

表１Ｇ２

函数名称 函数的形式 函数的图形 函数的性质

指数函数 y＝ax(a＞０,a≠１)

y=ax y=ax

1

O x

0<a<1 a>1

y

(a)不论x 为何值,y 总为正数;

(b)当x＝０时,y＝１

对数函数 y＝logax(a＞０,a≠１)

y=logax

y=logax

0<a<1

a>1

y

x
1O

(a)其图形总位于y 轴右侧,并过(１,０)点;

(b)当a＞１时,在区间(０,１)的值为负;在区间(１,＋∞)

的值为正;在定义域内单调增
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续表

函数名称 函数的形式 函数的图形 函数的性质

幂函数 y＝xa(a为任意实数)

y=x6
y=x

y=

O 1

1

y

x6

x

这里只画出部分函数图形

令a＝
m
n

,

(a)当m 为偶数n为奇数时,y 是偶函数;

(b)当m,n都是奇数时,y 是奇函数;

(c)当m 为奇数n为偶数时,y 在(－∞,０)无意义

三角函数

y＝sinx(正弦函数)

(这里只写出了正弦函

数)

y=sinx

−π π 2π xO
1

−1

y
(a)正弦函数是以２π为周期的周期函数;

(b)正弦函数是奇函数,且|sinx|≤１

反三角

函数

y＝arcsinx(反正弦 函

数)

(这里只写出了反正弦

函数)

π

x

y

O 1−1

2

π
2−

由于此函数为多值函数,因此我们将此函数值限制在

－
π
２

,π
２[ ] 上,并称其为反正弦函数的主值

(２)初等函数:由基本初等函数与常数经过有限次的有理运算及有限次的函数复合所产生并且能

用一个解析式表示出的函数称为初等函数．

例如:y＝２cosx＋ln(３
４３x＋３＋sin８x)是初等函数．

七、双曲函数及反双曲函数

(１)双曲函数(表１Ｇ３):

表１Ｇ３

函数的名称 函数的表达式 函数的图形 函数的性质

双曲正弦 shx＝
ex－e－x

２ x

y

O

y=shx (a)其定义域为(－∞,＋∞);

(b)奇函数;

(c)在定义域内单调增

双曲余弦 chx＝
ex＋e－x

２

y=chx

x

y

O
1

(a)其定义域为(－∞,＋∞);

(b)偶函数;

(c)其图像过点(０,１)
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续表

函数的名称 函数的表达式 函数的图形 函数的性质

双曲正切 thx＝
ex－e－x

ex＋e－x

1

−1

x

y

O
y=thx

(a)其定义域为(－∞,＋∞);

(b)奇函数;

(c)其图形夹在水平直线y＝１及y＝－１之间;在定义

域内单调增

我们再来对比一下双曲函数与三角函数的性质(表１Ｇ４):

表１Ｇ４

双曲函数的性质 三角函数的性质

sh０＝０,ch０＝１,th０＝０ sin０＝０,cos０＝１,tan０＝０

shx 与thx 是奇函数,chx 是偶函数 sinx 与tanx 是奇函数,cosx 是偶函数

ch２x－sh２x＝１ sin２x＋cos２x＝１

都不是周期函数 都是周期函数

双曲函数也有和差公式:

sh(x±y)＝shxchy±chxshy．

ch(x±y)＝chxchy±shxshy．

th(x±y)＝
thx±thy
１±thxthy

．

(２)反双曲函数:双曲函数的反函数称为反双曲函数．

①反双曲正弦函数:

arshx＝ln(x＋ x２＋１),其定义域为(－∞,＋∞);

②反双曲余弦函数:

archx＝ln(x＋ x２－１),其定义域为[１,＋∞);

③反双曲正切函数:

arthx＝
１
２ln

１＋x
１－x

,其定义域为(－１,１)．

八、集合

一般地,我们把研究对象统称为元素,把一些元素组成的总体称为集合(简称集)．集合具有确定性

(给定集合的元素必须是确定的)和互异性(给定集合中的元素是互不相同的)．比如“身材较高的人”不

能构成集合,因为它的元素不是确定的．

我们通常用大写英文字母A,B,C,􀆺表示集合,用小写英文字母a,b,c,􀆺表示集合中的元素．如
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果a是集合A 中的元素,就说a属于A,记作a∈A,否则就说a不属于A,记作a∉A．　
(１)全体非负整数组成的集合叫作非负整数集(或自然数集),记作N．
(２)所有正整数组成的集合叫作正整数集,记作N∗ 或N＋ ．
(３)全体整数组成的集合叫作整数集,记作Z．
(４)全体有理数组成的集合叫作有理数集,记作Q．
(５)全体实数组成的集合叫作实数集,记作R．

１．集合的表示方法

(１)列举法:把集合的元素一一列举出来,并用“{　}”括起来表示集合．
(２)描述法:用集合所有元素的共同特征来表示集合．

２．集合间的基本关系

(１)子集:一般地,对于两个集合A,B,如果集合A 中的任意一个元素都是集合B 的元素,我们就

说A,B 有包含关系,称集合A 为集合B 的子集,记作A⊆B(或B⊇A)．
(２)相等:如果集合A 是集合B 的子集,且集合B 也是集合A 的子集,此时集合A 中的元素与集

合B 中的元素完全一致,因此集合A 与集合B 相等,记作A＝B．
(３)真子集:如果集合A 是集合B 的子集,且至少存在一个元素属于B 但不属于A,我们称集合A

是集合B 的真子集．
(４)空集:我们把不含任何元素的集合叫作空集,记作⌀,并规定空集是任何集合的子集．
(５)由上述集合之间的基本关系,可以得到下面的结论:

①任何一个集合是它本身的子集,即A⊆A．

②对于集合A,B,C,如果A 是B 的子集,B 是C 的子集,则A 是C 的子集．

③我们可以把相等的集合叫作“等集”．这样,子集包括“真子集”和“等集”．

３．集合的基本运算

(１)并集:一般地,由所有属于集合A 和属于集合B 的元素组成的集合称为A 与B 的并集,记作A

∪B．

即A∪B＝{x|x∈A 或x∈B}．
(２)交集:一般地,由所有属于集合A 且属于集合B 的元素组成的集合称为A 与B 的交集,记作A

∩B．

即A∩B＝{x|x∈A 且x∈B}．
(３)补集:

①全集:一般地,如果一个集合含有我们所研究问题中涉及的所有元素,那么就称这个集合为全

集,通常记作U．

②补集:对于一个集合A,由全集U 中不属于集合A 的所有元素组成的集合称为集合A 相对于全

集U 的补集,简称为集合A 的补集,记作∁UA．

即∁UA＝{x|x∈U 且x∉A}．
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４．集合中元素的个数

(１)有限集及无限集:我们把含有有限个元素的集合叫作有限集,含有无限个元素的集合叫作无限

集．
(２)用card来表示有限集中元素的个数．例如A＝{a,b,c},则card(A)＝３．
(３)一般地,对任意两个集合A,B,有card(A)＋card(B)＝card(A∪B)＋card(A∩B)．

A�� �A

　　１．学校里开运动会,设A＝{x|x 是参加１００米跑的同学},B＝{x|x 是参加２００米跑的同学},

C＝{x|x 是参加４００米跑的同学}．学校规定,每个参加上述比赛的同学最多只能参加两项,请你用

集合的运算说明这项规定,并解释以下集合运算的含义:(１)A∪B;(２)A∩B．

２．在平面直角坐标系中,集合C＝{(x,y)|y＝x}表示直线y＝x,从这个角度看,集合D＝{(x,

y)|２x－y＝１,x＋４y＝５}表示什么? 集合C,D 之间有什么关系? 请分别用集合语言和几何语言说

明这种关系．

３．已知集合A＝{x|１≤x≤３},B＝{x|(x－１)(x－a)≤０}．试判断:B 是不是A 的子集? 是否

存在实数a 使A＝B 成立?

４．对于有限集合A,B,C,能不能找出这三个集合中元素个数与交集、并集元素个数之间的关系

呢?

５．无限集合A＝{１,２,３,４,􀆺,n,􀆺},B＝{２,４,６,８,􀆺,２n,􀆺},你能设计一种比较这两个集合

中元素个数多少的方法吗?

第二节　极　限

����

一、数列的极限

如果按照某一法则,对每个n∈N＋ ,对应着一个确定的实数xn,这些实数xn 按照下标n 从小到大

排列得到的一个序列

x１,x２,x３,􀆺,xn,􀆺,

就叫作数列,简记为数列{xn}．

数列中的每一个数叫作数列的项,第n项xn 叫作数列的一般项．
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定义　设{xn}为一数列,如果存在常数a,对于任意给定的正数ε(不论多么小),总存在正整数 N,

使得当n＞N 时,不等式

xn－a ＜ε,

都成立,那么就称常数a是数列{xn}的极限,或者称数列{xn}收敛于a,记作

lim
x→∞

xn＝a或xn→a(n→∞),

其中上式中的“→”读作“趋于”,并称数列{xn}是收敛的;若数列{xn}没有极限,则称数列{xn}是发散

的．

注　上面定义中的正数ε可以任意给定很重要,因为只有这样,不等式 xn－a ＜ε才能表达出xn

无限接近a 的意思．此外还应注意到:定义中的正整数 N 是与任意给定的正数ε有关的,它随着ε的给

定而选定．

我们给“数列{xn}的极限为a”一个几何解释．

将常数a及数列x１,x２,􀆺,xn,􀆺,在数轴上用它们对应的点表示出来,再在数轴上做点a 的ε邻

域即开区间(a－ε,a＋ε)．

因不等式 xn－a ＜ε与不等式a－ε＜xn＜a＋ε等价,所以当n＞N 时,所有的点xn 都落在(a－

ε,a＋ε)内,而只有有限个(至多只有N 个)在这区间以外．

为了表达方便,引入符号“∀”表示“对于任意给定的”或“对于每一个”,符号“∃”表示“存在”．于是

“对于任意给定的ε＞０”写成“∀ε＞０”,“存在正整数N”写成“∃正整数N”,数列极限lim
x→∞

xn＝a 的定义

可表达为:

lim
x→∞

xn＝a⇔∀ε＞０,∃正整数N,当n＞N 时,有 xn－a ＜ε(图１Ｇ３)．

x

2

x1 xN+1 xN+3 xN+2 x2 x3
a
ε

a- ε a+ε

图１Ｇ３

二、函数的极限

数列是定义于正整数集合上的函数,现在我们讨论定义于实数集合上的函数y＝f(x)的极限．我

们根据自变量不同的变化趋势,分别给出函数极限的定义．

图１Ｇ４

１．当x→∞时,函数的极限

由反比例函数y＝
１
x

的图像(图１Ｇ４)可以看出,x 轴是曲线的一条渐近

线,也就是说当自变量x 的绝对值无限增大时,相应的函数值y 无限逼近

常数０,我们就说:当x→∞时,函数y＝
１
x

的极限是０．

由此我们给出x→∞时,函数极限的定义．

定义　设函数f(x)当|x|大于某一正数时有定义,如果存在常数A,对于任意给定的正数ε(不论

它多么小),总存在正数X,使得当x 满足不等式|x|＞X 时,对应的函数值f(x)都满足不等式
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f(x)－A ＜ε,

则称A 为当x→∞时f(x)的极限,记为

lim
x→∞

f(x)＝A 或f(x)→A(x→∞)．

上述定义可简单表示为:

lim
x→∞

f(x)＝A⇔∀ε＞０∃X＞０,当|x|＞X 时,有 f(x)－A ＜ε．

从几何上来讲,lim
x→∞

f(x)＝A 的意义是:作直线y＝A－ε和y＝A＋ε,则总有一个正数X＞０存在,

使得当|x|＞X 时,函数y＝f(x)的图形位于这两直线之间．这时,直线y＝A 是函数y＝f(x)的图形

的水平渐近线．

２．当x→＋∞或x→－∞时,函数f(x)的极限

有时我们还需要区分x 趋于无穷大的情况,如果x 从某一时刻起,往后总是取正值且无限增大,则

图１Ｇ５

称x 趋于正无穷大,记作:x→＋∞,此时定义中|x|＞X 可改写成x＞

X,就可得lim
x→＋∞

f(x)＝A 的定义;如果x 从某一时刻起,往后总取负值

且－x 无限增大,则称x 趋于负无穷大,记作:x→－∞,此时定义中的

|x|＞X可改写成－x＞X,同样可得lim
x→－∞

f(x)＝A 的定义．

我们考察反正切函数f(x)＝arctanx 的图像,如图１Ｇ５所示．

从图１Ｇ５可以看出,当x→＋∞时,函数f(x)＝arctanx 的值无限

逼近于常数
π
２

;而当x→－∞时,函数f(x)＝arctanx 的值无限逼近于

常数－
π
２．

当x→∞,x→＋∞,x→－∞时,由函数f(x)的极限的定义,得到下面的定理．

定理　lim
x→∞

f(x)＝A 的充分必要条件是

lim
x→＋∞

f(x)＝lim
x→－∞

f(x)＝A．

３．当x→x０ 时,函数f(x)的极限

下面我们考察函数f(x)＝
x２－１
x－１

,当x→１时函数值的变化情况,如图１Ｇ６所示．

图１Ｇ６

由图可以看出,当x 从１的左右两侧同时趋近于１时,f(x)＝
x２－１
x－１

的值无限逼近常数２,对于函数的这种变化趋势,有下面的定义:

定义　设函数f(x)在x０ 的某一去心邻域U(̂x０,δ)内有定义,如果

存在常数A,对于任意给定的正数ε(不论它多么小),总存在正数δ,使得

当x 满足不等式０＜|x－x０|＜δ时,对应的函数值f(x)都满足不等式

f(x)－A ＜ε,

则称A 为x→x０ 时,函数f(x)的极限,记作
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lim
x→x０

f(x)＝A 或f(x)→A,(x→x０)．

根据定义,上面的极限可记为:lim
x→１

x２－１
x－１＝２．

注　(１)极限lim
x→x０

f(x)＝A 表示的是自变量x 与x０ 无限接近(x≠x０)时,相应的函数值f(x)的一

种变化趋势:无限逼近常数A,或者换个说法,当|x－x０|趋近０时,有|f(x)－A|无限逼近０．因此,讨

论x→x０ 时,函数f(x)的极限,取决于x０ 邻近的x(x≠x０)处的函数值f(x),而与x＝x０ 时f(x)是

否有定义或怎样定义无关．
(２)从几何上来讲,lim

x→x０

f(x)＝A 的意义是:任意给定正数ε,作直线y＝A－ε和y＝A＋ε,介于两

直线之间的是一条横区域．根据定义,对于给定的ε,存在点x０ 的一个δ邻域(x０－δ,x０＋δ)内,当y＝

f(x)的图形上的点的横坐标在x 邻域(x０－δ,x０＋δ)内,但x≠x０ 时,这些点的纵坐标f(x)满足不等

式

f(x)－A ＜ε,

或

A－ε＜f(x)＜A＋ε．

４．当x→x＋
０ 或x→x－

０ 时,函数f(x)的左极限与右极限

有时候,我们需要考虑x 只从x０ 的左侧趋近于x０,记作x→x－
０ ,或x 只从x０ 右侧趋近于x０,记作

x→x＋
０ 时,函数值的变化趋势,由此,我们给出当x→x－

０ 或x→x＋
０ 时,函数单侧极限的定义:

定义　设在x０ 的某个左半邻域(x０－δ,x０)(或者右半邻域(x０,x０＋δ))内函数f(x)有定义,如果

存在常数A,对于任意给定的正数ε(不论它多么小),总存在正数δ,使得当x 满足不等式x０－δ＜x＜

x０(x０＜x＜x０＋δ)时,对应的函数值f(x)都满足不等式

f(x)－A ＜ε,

则称A 为函数f(x)在x０ 处的左极限(或右极限),记作

lim
x→x－

０

f(x)＝A(或lim
x→x＋

０

f(x)＝A),

左极限与右极限统称为单侧极限．

定理　lim
x→x０

f(x)＝A 的充分必要条件是

lim
x→x－

０

f(x)＝lim
x→x＋

０

f(x)＝A．

５．函数极限的性质

由于函数极限的定义按自变量的变化过程不同有不同的形式,前面学过的数列的性质和下面函数

的性质类似．

下面仅以“lim
x→x０

f(x)”这种形式为代表给出关于极限性质的一些定理,并就其中几个给出证明．

性质１　(函数极限的唯一性)如果lim
x→x０

f(x)存在,那么这极限唯一．

性质２　(函数极限的局部有界性)如果lim
x→x０

f(x)＝A,那么存在常数 M ＞０和δ＞０,使得当０＜

|x－x０|＜δ时,有 f(x)≤M．
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证　因为lim
x→x０

f(x)＝A,所以取ε＝１,则∃δ＞０,当０＜|x－x０|＜δ时,有

f(x)－A ＜１⇒ f(x)≤ f(x)－A ＋ A ＜ A ＋１．

记 M＝ A ＋１,则性质２获得证明．

性质３　(函数极限的局部保号性)如果lim
x→x０

f(x)＝A,且A＞０(或A＜０),那么存在常数δ＞０,使

得当０＜|x－x０|＜δ时,有f(x)＞０(或f(x)＜０)．

证　就A＞０的情形证明．

因为lim
x→x０

f(x)＝A＞０,所以,取ε＝
A
２＞０,则∃δ＞０,当０＜|x－x０|＜δ时,有

f(x)－A ＜
A
２⇒f(x)＞A－

A
２＝

A
２＞０,

类似地可以证明A＜０的情形．

从性质３的证明中可知,在性质３的条件下,可得下面更强的结论:

性质３′　如果lim
x→x０

f(x)＝A(A≠０),那么就存在着x０ 的某一去心邻域U(̂x０,δ),当x∈U(̂x０,δ)

时,就有 f(x)＞
A
２．

由性质３可得以下推论:

推论　如果在x０ 的某一去心邻域内f(x)≥０(或f(x)≤０),而且lim
x→x０

f(x)＝A,那么A≥０(或A

≤０)．

三、无穷小量与无穷大量

(一)无穷小量

１．无穷小量的定义

定义　极限为零的变量称为无穷小量,简称无穷小．
特别地,以零为极限的数列{xn}称为n→∞时的无穷小．

由定义可知当x→０时,x,tanx 等,都是无穷小;当x→∞时,１
x

,１
x２等也是无穷小．

注意　(１)零是唯一的可以看作无穷小的常数．
(２)不要把无穷小与很小的数混为一谈．因为无穷小是这样的函数,在x→x０(或x→∞)的过程中,

这函数的绝对值能小于任意给定的正数ε,而很小的数如百万分之一,就不能小于给定的正数ε(可以取

千万分之一)．
(３)一般来说,无穷小是相对于自变量的某个变化趋势而言的．

例如,１
x

当x→∞时为无穷小,但当x→１时它不是无穷小．

２．极限与无穷小之间的关系

定理　lim
x→x０

f(x)＝A 的充要条件是f(x)＝A＋α(x),其中α(x)当x→x０ 时为无穷小．
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证　先证必要性．设lim
x→x０

f(x)＝A,则∀ε＞０,∃δ＞０,使当０＜|x－x０|＜δ时,有

f(x)－A ＜ε
令α(x)＝f(x)－A,则α(x)是当x→x０ 时的无穷小,且

f(x)＝A＋α(x),

这就证明了f(x)等于它的极限A 与一个无穷小α(x)之和．

再证充分性．设f(x)＝A＋α(x),其中A 是常数,α(x)当x→x０ 时为无穷小,于是 f(x)－A ＝

α(x),因为α(x)当x→x０ 时为无穷小,所以∀ε＞０,∃δ＞０,使当０＜|x－x０|＜δ时,有

α(x)＜ε,

即

f(x)－A ＜ε．

这就证明了A 是f(x)当x→x０ 时的极限．

注　定理中自变量的变化过程换成其他任何一种情形x→０＋ ,x→０－ ,x→∞,x→＋∞,x→－∞,

结论仍成立．

３．无穷小量的性质

对于无穷小量,它们具有如下的性质:

性质１　有限个无穷小的代数和还是无穷小．

证　考虑两个无穷小的和．

设α及β是当x→x０ 时的两个无穷小,而

γ＝α＋β,

∀ε＞０因为α是x→x０ 时的无穷小,对于
ε
２＞０,∃δ１＞０,当０＜|x－x０|＜δ１ 时,不等式

α ＜
ε
２

成立．又因β是x→x０ 时的无穷小,对于
ε
２＞０,∃δ２＞０,当０＜|x－x０|＜δ２ 时,不等式

β ＜
ε
２

成立．取δ＝min{δ１,δ２},则当０＜|x－x０|＜δ时,

α ＜
ε
２

及 β ＜
ε
２

同时成立,从而 γ ＝ α＋β ≤ α ＋ β ＜
ε
２＋

ε
２＝ε．这就证明了γ也是x→x０ 的无穷小．

有限个无穷小之和的情形可以同样证明．

性质２　有界量与无穷小的乘积还是无穷小．

证　设函数u在某一去心邻域U(̂x０,δ１)内是有界的,即∃M＞０使 u ≤M 对一切x∈U(̂x０,δ１)成

立．又设α是当x→x０ 时的无穷小,即∀ε＞０,∃δ２＞０,使当０＜|x－x０|＜δ２,即当x∈U(̂x０,δ２)时,有
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α ＜
ε
M

取δ＝min{δ１,δ２},则当x∈U(̂x０,δ)时,

u ≤M 及 α ＜
ε
M

同时成立．从而

uα ＝ u α ＜M􀅰ε
M＝ε．

这就证明了uα是当x→x０ 时的无穷小．

推论１　常数与无穷小的乘积还是无穷小．

性质３　有限个无穷小的乘积还是无穷小．

注　 (１)无 穷 多 个 无 穷 小 的 和 未 必 是 无 穷 小．如 x→ ∞ 时,１
x２,

２
x２,􀆺,x

x２ 都 是 无 穷 小,但

lim
x→∞

１
x２＋

２
x２＋􀆺＋

x
x２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝lim

x→∞

x(x＋１)
２x２ ＝

１
２．

(２)两个无穷小的商未必是无穷小．如x→０时,x,２x,x２ 都是无穷小,由lim
x→０

２x
x ＝２可知,当x→０

时,２x
x

不是无穷小．但由lim
x→０

x２

x ＝０可知,当x→０时,x
２

x
是无穷小．

４．无穷小量的比较

定义　设当x→x０ 时,f(x)和g(x)都是无穷小,

(１)如果lim
x→x０

f(x)
g(x)＝０,则称f(x)是g(x)的高阶无穷小(也称g(x)为f(x)的低阶无穷小),记作

f(x)＝o(g(x))(x→x０)．

(２)如果lim
x→x０

f(x)
g(x)＝C(C≠０为常数),则称f(x)是g(x)的同阶无穷小．

(３)如果lim
x→x０

f(x)
gk(x)＝C(C≠０为常数,k＞０),则称f(x)是g(x)的k阶无穷小．

(４)特别地,如果当lim
x→x０

f(x)
g(x)＝１时,则称f(x)和g(x)是等价的无穷小,记作f(x)~g(x)(x→

x０)．

关于等价无穷小,我们有如下的一个定理,此定理在极限的计算中经常会遇到．

定理　设f(x)~α(x),g(x)~β(x),当x→x０ 时,且lim
x→x０

α(x)
β(x)存在,则有

lim
x→x０

f(x)
g(x)＝lim

x→x０

α(x)
β(x)．
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　　下列几组无穷小是等价的:

sinx~x(x→０);１－cosx~
１
２x２(x→０);tanx~x(x→０);１＋x－１~

１
２x(x→０);ex－１~x(x→

０);ln(１＋x)~x(x→０)．

利用等价无穷小的性质,在求极限时,分子、分母的无穷小因子可用它们相应的等价无穷小代换,

从而达到简化计算的目的,这种方法叫作等价无穷小代换法．

(二)无穷大量

定义　设函数f(x)在x０ 的某一去心邻域内有定义(或 x 大于某一正数时有定义)．如果对于任意

给定的正数M(无论多大),总存在正数δ(或正数X),只要适合不等式０＜|x－x０|＜δ(或 x ＞X),对应

的函数值f(x)总满足不等式

f(x)＞M,

则称函数f(x)为当x→x０(或x→∞)时的无穷大．

例如,函数f(x)是x→x０ 时的无穷大,记作lim
x→x０

f(x)＝∞;函数f(x)是x→∞时的正无穷大,记作

lim
x→∞

f(x)＝＋∞;函数f(x)是x→x＋
０ 时的负无穷大,记作lim

x→x＋
０

f(x)＝－∞．

注　(１)无穷大量必定是变量,绝对值再大的常数也不是无穷大量．

(２)无穷大量是极限不存在的一种情形,我们只是借用极限的符号:lim
x→x０

f(x)＝∞,表示“当x→x０

时,f(x)是无穷大量”．

(３)无穷大量和无界量是两个不同的概念,无穷大量必定是无界量,但是无界量未必是无穷大量,

如y＝xsinx(当x→∞时)．

(三)无穷大量与无穷小量的关系

定理　如果函数f(x)在自变量x 的某一变化过程中是无穷大量,则在同一变化过程中
１

f(x)为无

穷小量;反之,在自变量x 的某一过程中,如果f(x)(f(x)≠０)为无穷小量,则在同一变化过程中,

１
f(x)为无穷大量．

证　设lim
x→x０

f(x)＝∞,∀ε＞０,根据无穷大的定义,对于 M＝
１
ε

,∃δ＞０,当０＜|x－x０|＜δ时,有

f(x)＞M＝
１
ε

,

即

１
f(x)＜ε,

所以
１

f(x)为当x→x０ 时的无穷小．
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反之,设lim
x→x０

f(x)＝０且f(x)≠０．

∀M＞０,根据无穷小的定义,对于ε＝
１
M

,∃δ＞０,当０＜|x－x０|＜δ时,有

f(x)＜ε＝
１
M

,

由于当０＜|x－x０|＜δ时f(x)≠０,从而

１
f(x)＞M,

所以
１

f(x)为当x→x０ 时的无穷大．

类似地可证当x→∞的情形．

四、极限的运算法则

定理　设lim
x→x０

f(x)＝A,lim
x→x０

g(x)＝B,则有

(１)lim
x→x０

[f(x)±g(x)]＝lim
x→x０

f(x)±lim
x→x０

g(x)＝A±B．

(２)lim
x→x０

[f(x)􀅰g(x)]＝lim
x→x０

f(x)􀅰lim
x→x０

g(x)＝A􀅰B．

(３)lim
x→x０

f(x)
g(x)＝

lim
x→x０

f(x)

lim
x→x０

g(x)＝
A
B

(其中lim
x→x０

g(x)≠０)．

此定理称为极限的四则运算法则．

推论１　如果lim
x→x０

f(x)存在,c为常数,则lim
x→x０

(cf(x))＝clim
x→x０

f(x)．

推论２　如果lim
x→x０

f(x)存在,n∈N,则lim
x→x０

[f(x)]n＝[lim
x→x０

f(x)]n．

注　(１)以上法则对自变量的其他另外几种变化过程也成立．

(２)法则要求f(x),g(x)的极限分别存在．

(３)定理中的法则(１)、(２)可以推广到任意有限个函数的情形,如

lim
x→x０

[f１(x)＋f２(x)＋􀆺＋fn(x)]＝lim
x→x０

f１(x)＋lim
x→x０

f２(x)＋􀆺＋lim
x→x０

fn(x)．

定理　(复合函数的极限运算法则)设函数y＝f[g(x)]是由函数u＝g(x)与函数y＝f(u)复合

而成,y＝f[g(x)]在点x０ 的某去心邻域内有定义,若lim
x→x０

g(x)＝u０,lim
u→u０

f(u)＝A,且存在δ０＞０,当x

∈U(̂x０,δ０)时,有g(x)≠u０,则

lim
x→x０

f[g(x)]＝lim
u→u０

f(u)＝A．

证　略．
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五、两个重要极限公式

１．极限lim
x→０

sinx
x ＝１

证明　因为函数
sinx
x

是偶函数,所以,只要证明lim
x→０＋

sinx
x ＝１即可．

图１Ｇ７

如图１Ｇ７所示．

设☉O 为单位圆,０＜x＜
π
２

,对于圆心角x＝∠BOA,有sinx＝BD,cosx＝

OD,tanx＝EA 及x＝弧AB．当x→０时,BD→０,OD→１,即

lim
x→０＋

sinx＝０,lim
x→０＋

cosx＝１,

又因为０＜x＜
π
２

,则有

S△OAB＜S扇OAB＜S△OAE

即有

１
２BD＜

１
２x＜

１
２EA,

sinx＜x＜tanx,

１＜
x

sinx＜
１

cosx
,

即 cosx＜
sinx
x ＜１．

又因为cosx 和
sinx
x

均为偶函数,上例中不等式对于－
π
２＜x＜０仍然成立,令x→０,由准则１得

lim
x→０

sinx
x ＝１． (１)

重要极限(１)式在极限计算中有重要应用,它在形式上有以下特点:

(１)它是“０
０

”型不定式．

(２)公式(１)的形式可写成lim
□→０

sin□
□ ＝１(其中“□”代表同样的变量或者同样的表达式,且当□→０

时,□是无穷小量)．

(３)公式(１)的变形公式:lim
x→０

x
sinx＝１仍然成立,其形式可写成lim

□→０

□
sin□＝１,利用公式(１),可以解

决一些与三角函数有关的极限．

２．极限lim
n→∞

１＋
１
n

æ

è
ç

ö

ø
÷

n

我们先来讨论数列 １＋
１
n

æ

è
ç

ö

ø
÷

n

{ }的极限lim
n→∞

１＋
１
n

æ

è
ç

ö

ø
÷

n

．
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记xn＝ １＋
１
n

æ

è
ç

ö

ø
÷

n

,得到数列{xn},先将xn 的前几项列于表１Ｇ５中．

表１Ｇ５

n １ ２ ３ ４ ５ １０ １００ １０００ １００００ 􀆺

１＋
１
n( )

n

２ ２􀆰２５０ ２􀆰３７０ ２􀆰４４１ ２􀆰４８８ ２􀆰５９４ ２􀆰７０５ ２􀆰７１７ ２􀆰７１８ 􀆺

可以证明数列 １＋
１
n

æ

è
ç

ö

ø
÷

n

{ }单调增加且有上界３,从而由准则２可知,lim
n→∞

１＋
１
n

æ

è
ç

ö

ø
÷

n

存在,并记为e,即

lim
n→∞

１＋
１
n

æ

è
ç

ö

ø
÷

n

＝e．

若把n换成连续变量x,则x 取实数趋向于＋∞或－∞时,１＋
１
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

的极限也存在,且等于e,即

lim
x→∞

１＋
１
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

＝e． (２)

在(２)式中,令１
x＝t,则x→∞时,t→０,可得(２)式的另一种形式

lim
t→０

(１＋t)１
t ＝e． (３)

上面的(２)、(３)两式有以下共同特点:
(１)它们是“１∞ ”型不定式．
(２)公式的形式可以归结为

lim
□→∞

１＋
１
□

æ

è
ç

ö

ø
÷

□

＝e或lim
□→０

(１＋□)１
□ ＝e．

(以上每式的“□”代表同一个变量或相同的表达式)
注　利用上面这个公式我们可以解决一些１∞ 型的极限,在运用该公式时,要注意公式的变形．

����

例 １　利用数列极限的定义,证明数列２,１
２

,４
３

,３
４

,􀆺,１＋(－１)n－１１
n

,􀆺的极限是１．

证　|xn－a|＝
１
n

,为了使|xn－a|小于任意给定的正数ε(设ε＜１),只要

１
n＜ε或n＞

１
ε

,

所以∀ε＞０,取正整数N＝ １
ε

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ,当n＞N 时,就有

１＋(－１)n－１１
n－１ ＜ε,
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即

lim
n→∞

１＋(－１)n－１１
n

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＝１．

例 ２　已知xn＝
(－１)n
(n＋１)２,证明数列{xn}的极限是０．

证　|xn－a|＝
１

(n＋１)２＜
１

(n＋１),

为了使|xn－a|小于任意给定的正数ε(设ε＜１),只要

１
n＋１＜ε或n＞

１
ε－１,

所以∀ε＞０,取正整数N＝ １
ε－１

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ,当n＞N 时,就有

(－１)n
(n＋１)２－０ ＜ε,

即

lim
n→∞

(－１)n
(n＋１)２＝０．

注意　在利用数列极限的定义来论证某个数a 是数列{xn}的极限时,重要的是对于任意给定的正

数ε,要能够指出定义中所说的这种正整数N 确实存在,但没有必要去求最小的 N．如果知道|xn－a|

小于某个量,那么当这个量小于ε时,xn－a ＜ε当然也成立．若令这个量小于ε来定出N 比较方便的

话,就可采用这种方法．例２就是这样做的．

在数列{xn}中任意抽取无限多项并保持这些项在原数列{xn}中的先后次序,这样得到的一个数列

称为原数列{xn}的子数列(或子列)．

设在数列{xn}中,第一次抽取xn１
,第二次在xn１

后抽取xn２
,第三次在xn２

后抽取xn３
,这样无休止地

抽取下去,得到一个数列

xn１
,xn２

,􀆺,xnk
,􀆺,

这个数列{xnk
}即是数列{xn}的一个子数列．

注意　在子数列{xnk
}中,一般项xnk

是第k项,而在原数列{xn}中却是第nk 项．显然nk≥k．

例 ３　证明lim
x→∞

１
x＝０．

证　∀ε＞０,要证∃X＞０,当|x|＞X 时,不等式 １
x－０ ＜ε成立．因这个不等式相当于

x ＞
１
ε

或 １
x ＜ε,

由此可知,如果取X＝
１
ε

,那么当|x|＞X 时,就有 １
x－０ ＜ε成立,这就证明了

lim
x→∞

１
x＝０．
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例 ４　求下列极限:

(１)lim
x→∞

arctanx; (２)lim
x→∞

１
x２．

解　(１)因为 lim
x→－∞

arctanx＝－
π
２

,

lim
x→＋∞

arctanx＝
π
２

,

lim
x→－∞

arctanx≠lim
x→＋∞

arctanx．

所以,由定理可知lim
x→∞

arctanx 不存在．

(２)因为 lim
x→－∞

１
x２＝lim

x→＋∞

１
x２＝０,

所以得 lim
x→∞

１
x２＝０．

例 ５　证明lim
x→x０

c＝c．

证　这 里 f(x)－A ＝ c－c ＝０,因 此 ∀ 正 数ε,可 任 取 正 数δ,使 得 当 x 满 足 不 等 式

０＜|x－x０|＜δ时,能使不等式

f(x)－A ＝ c－c ＝０＜ε

成立．所以lim
x→x０

c＝c．

例 ６　证明lim
x→１

(２x－１)＝１．

证　由于

f(x)－A ＝ ２x－１－１ ＝２x－１ ,

为了使 f(x)－A ＜ε,只要

x－１ ＜
ε
２

,

所以,∀ε＞０取δ＝
ε
２

,则当x 适合不等式０＜|x－１|＜δ时,对应的函数值f(x)就满足不等式

f(x)－A ＝ ２x－１－１ ＝２x－１ ＜ε,

从而 lim
x→１

(２x－１)＝１．

例 ７　设函数

f(x)＝

x＋２,

x,

(x－１)２＋１,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

　

－∞＜x＜０,

０≤x＜１,

１≤x＜＋∞,

试分别讨论当x→０和x→１的极限．

解　容易得出

lim
x→０－

f(x)＝lim
x→０－

(x＋２)＝２,
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lim
x→０＋

f(x)＝lim
x→０＋

x＝０,

因为lim
x→０－

f(x)≠lim
x→０＋

f(x),由定理知,极限lim
x→０

f(x)不存在;

同理

lim
x→１－

f(x)＝lim
x→１－

x＝１,

lim
x→１＋

f(x)＝lim
x→１＋

[(x－１)２＋１]＝１,

因为lim
x→１－

f(x)＝lim
x→１＋

f(x)＝１,由定理知,极限存在且有lim
x→１

f(x)＝１．

例 ８　自变量x 在怎样的变化过程中,下列函数为无穷小:

(１)y＝
１

２x－１
;　　　(２)y＝２x－４;　　　(３)y＝ax(a＞０,a≠１)．

解　(１)因为lim
x→∞

１
２x－１＝０,所以当x→∞时, １

２x－１
为无穷小．

(２)因为lim
x→２

(２x－４)＝０,所以当x→２时,２x－４为无穷小．

(３)a＞１时,当x→－∞时,ax 是无穷小;而０＜a＜１时,当x→＋∞时,ax 是无穷小．

例 ９　求极限lim
x→∞

tan
１
x＋sin

１
x＋e－x２æ

è
ç

ö

ø
÷．

解　当x→∞时tan
１
x

,sin
１
x

和e－x２

都是无穷小,所以由性质１可得

lim
x→∞

tan
１
x＋sin

１
x＋e－x２æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝０．

例 １０　已知lim
x→０

g(x)＝０,求极限lim
x→０

g(x)sin
１
x

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú．

解　因为 sin
１
x ≤１,所以sin

１
x

是有界函数,并且lim
x→０

g(x)＝０,由性质２可得

lim
x→０

g(x)sin
１
x

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＝０．

例 １１　利用等价无穷小代换法求下列极限:

(１)lim
x→０

e－x－１
x

; (２)lim
x→０

tanx－sinx
x３ ．

解　(１)因为e－x－１~－x 当x→０时,所以有

lim
x→０

e－x－１
x ＝lim

x→０

－x
x ＝－１．

(２)因为tanx－sinx＝tanx(１－cosx),当x→０时,tanx~x,１－cosx~
x２

２
,所以

lim
x→０

tanx－sinx
x３ ＝lim

x→０

x􀅰x２

２
x３ ＝

１
２．
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注　在做等价无穷小的代换时,只能对分子或分母整体进行代换,不能对分子或分母的加减项用

等价无穷小代换．

例 １２　比较下列两组无穷小的阶．

(１)当x→０时,sinx 与tanx; (２)当x→＋∞时,e－x与２－x;

(３)当x→０时,１－cosx 与x２．

解　(１)因为lim
x→０

sinx
tanx＝lim

x→０
cosx＝１,所以,当x→０时,sinx 和tanx 是等价无穷小．

(２)因为lim
x→＋∞

e－x

２－x＝lim
x→＋∞

e
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

－x

＝０,所以,当x→＋∞时,e－x是２－x的高阶无穷小．

(３)因为lim
x→０

１－cosx
x２ ＝

１
２

,所以,当x→０时,１－cosx 是x 的二阶无穷小．

例 １３　证明lim
x→１

１
x－１＝∞．

证　设∀M ＞０,要使 １
x－１ ＞M,只要 x－１ ＜

１
M．所以,取δ＝

１
M

,则只要x 适合不等式０＜

x－１ ＜δ＝
１
M

,就有 １
x－１ ＞M．

这就证明了lim
x→１

１
x－１＝∞．

例 １４　自变量在怎样的变化过程中,下列函数为无穷大量:

(１)y＝x;　　(２)y＝
１

x＋２
;　　(３)y＝ln(１－x);　　(４)y＝ １

３
æ

è
ç

ö

ø
÷

x

．

解　(１)当x→∞时,lim
x→∞

x＝∞,所以x→∞时,x 是无穷大量．

(２)当x→－２时,１
x＋２→∞,所以x→－２时,１

x＋２
是无穷大量．

(３)当x→１－ 或x→－∞时,ln(１－x)是无穷大量．

(４)当x→－∞时,(１
３

)x 是无穷大量．

例 １５　计算极限lim
x→１

(x２＋３x－１)．

解　由极限运算法则得

lim
x→１

(x２＋３x－１)＝lim
x→１

x２＋lim
x→１

３x－lim
x→１

１

＝(lim
x→１

x)２＋lim
x→１

３x－lim
x→１

１

＝１２＋３－１＝３．

一般地有

lim
x→x０

(a０xn＋a１xn－１＋􀆺＋an)＝a０x０
n＋a１x０

n－１＋􀆺＋an,

其中fn(x)＝a０xn＋a１xn－１＋􀆺＋an称为n 次多项式函数．
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例 １６　计算极限lim
x→１

x２＋x－２
x２－３x＋２．

解　当x→１时,分母的极限为零,故不能直接用极限的运算法则．但由极限定义知,当x→１时的

极限与函数在x＝１点有无定义没有关系,因而可以先通过分解因式化简后再求极限．

lim
x→１

x２＋x－２
x２－３x＋２＝lim

x→１

(x－１)(x＋２)
(x－１)(x－２)

＝lim
x→１

x＋２
x－２＝

lim
x→１

(x＋２)

lim
x→１

(x－２)＝－３．

注意　以下解法是错误的:

lim
x→１

x２＋x－２
x２－３x＋２＝

lim
x→１

(x２＋x－２)

lim
x→１

(x２－３x＋２)＝
０
０＝０．

先通过对分子、分母进行因式分解或恒等变形来消去零因子,再求极限,这种方法在求一些“０
０

”型

极限时经常用到．由于“０
０

”型的极限可能存在,也可能不存在,因此这种极限也称为不定式(不定型)．

例 １７　求极限lim
x→０

x
x＋１－１

．

解　此题也是“０
０

”型不定式,但求解时不能直接通过分解因式化简消去零因子,由于分母中含根

号,可以先通过“分母有理化”化简,然后再求极限．

lim
x→０

x
x＋１－１

＝lim
x→０

x(x＋１＋１)
x＋１－１ ＝lim

x→０
(x＋１＋１)＝２．

例 １８　求极限lim
x→１

x
x－１－

２
x２－１

æ

è
ç

ö

ø
÷．

解　因为lim
x→１

x
x－１＝∞,lim

x→１

２
x２－１＝∞,所以不能用差的极限的运算法则．先将函数进行通分,化成

“０
０

”型不定式,再利用因式分解化简消零因子的方法计算:

lim
x→１

x
x－１－

２
x２－１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝lim

x→１

(x－１)(x＋２)
(x－１)(x＋１)＝lim

x→１

x＋２
x＋１＝

３
２．

例 １９　求极限lim
x→∞

３x２＋２x－１
x２－１ ．

解　当x→∞时,分子、分母都是无穷大,极限都不存在,所以不能直接用商的极限的运算法则,这

种两个无穷大的比“∞
∞

”型的极限和“０
０

型”的极限一样,也是不定式．由于分子、分母关于x 的最高次幂

是x２,所以,我们可以将分子分母同除以x２,然后再求极限．
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lim
x→∞

３x２＋２x－１
x２－１ ＝lim

x→∞

３＋２
１
x－

１
x２

１－
１
x２

＝３．

一般地有

lim
x→∞

a０xn＋a１xn－１＋􀆺＋an

b０xm＋b１xm－１＋􀆺bm
＝lim

x→∞
xn－m

a０＋a１􀅰
１
x＋􀆺＋an􀅰

１
xn

b０＋b１􀅰
１
x＋􀆺＋bm􀅰 １

xm

＝

a０

b０
,　m＝n,

０, m＞n,

∞, m＜n,

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

这里a０≠０,b０≠０,m,n为正整数．

例 ２０　求极限lim
x→１

x２＋x
x２－１．

解　x→１时,x２－１→０,但x２＋x→２(≠０),不能直接用商的极限运算法则,由于该分式倒数的极

限值为零,即

lim
x→１

x２－１
x２＋x＝

１２－１
１２＋１＝０,

因此,由无穷大和无穷小的关系得:lim
x→１

x２＋x
x２－１＝∞,该极限不存在．

例 ２１　求极限lim
n→∞

１＋
１
２＋

１
２２＋􀆺＋

１
２n

æ

è
ç

ö

ø
÷．

解　当n→∞时,上式是无限项之和,而极限的运算法则仅适应于有限项之和,这时必须先对函数

式作适当的变形再求极限．

lim
n→∞

１＋
１
２＋

１
２２＋􀆺＋

１
２n

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝lim

n→∞

１× １－
１

２n＋１

æ

è
ç

ö

ø
÷

１－
１
２

＝２．

例 ２２　求极限lim
x→０

sinax
sinbx

(其中a,b都不为零)．

解　 lim
x→０

sinax
sinbx＝lim

x→０

sinax
ax

􀅰 bx
sinbx

􀅰a
b

＝
a
b

􀅰lim
x→０

sinax
ax

􀅰lim
x→０

bx
sinbx＝

a
b

􀅰１􀅰１＝
a
b．
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　　 例 ２３　求极限lim
x→０

tanx
x ．

解　lim
x→０

tanx
x ＝lim

x→０

sinx
x

􀅰 １
cosx＝lim

x→０

sinx
x

􀅰lim
x→０

１
cosx＝１􀅰１＝１．

例 ２４　求极限lim
x→０

１－cosx
x２ ．

解　lim
x→０

１－cosx
x２ ＝lim

x→０

２sin２x
２

x２ ＝lim
x→０

sin
x
２

x
２

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

２

􀅰１
２＝

１
２．

例 ２５　求极限lim
x→０

arcsinx
x ．

解　令α＝arcsinx,则x＝sinα,当x→０时α→０,故

lim
x→０

arcsinx
x ＝lim

α→０

α
sinα＝１．

例 ２６　求极限lim
x→∞

１－
３
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

x
．

解　 lim
x→∞

１－
３
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

＝lim
x→∞

１－
３
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

－
x
３é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

－３

＝e－３．

例 ２７　求极限lim
x→０

ln(１＋x)
x ．

解　lim
x→０

ln(１＋x)
x ＝lim

x→０
ln(１＋x)１

x ＝ln[lim
x→０

(１＋x)１
x ]＝lne＝１．

例 ２８　求极限lim
x→０

(１＋sinx)cos２x．

解　 lim
x→０

(１＋sinx)cos２x＝lim
x→０

(１＋sinx)１
sinx􀅰sinx􀅰cos２x

＝lim
x→０

[(１＋sinx)１
sinx]sinx􀅰cos２x

＝e０＝１．

第三节　连　续

����

一、函数连续的概念

定义　设函数y＝f(x)在点x０ 的某个邻域U(x０)内有定义,如果在x０ 处,当自变量的增量Δx 趋

于零时,对应的函数的增量Δy 也趋于零,即
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lim
Δx→０

Δy＝lim
Δx→０

[f(x０＋Δx)－f(x０)]＝０,

则称函数y＝f(x)在点x０ 处连续,点x０ 称为函数f(x)的连续点．

利用增量的定义,我们可以得出函数连续的另一等价定义:

定义　设函数y＝f(x)在点x０ 的某个邻域U(x０)内有定义,如果函数f(x)当x→x０ 时极限存

在,且等于它在点x０ 的函数值,即

lim
x→x０

f(x)＝f(x０),

则称函数y＝f(x)在点x０ 处连续,点x０ 称为函数的连续点．
由函数f(x)当x→x０ 时的极限定义可知,上述定义也可用“ε－δ”语言表达如下:

函数y＝f(x)在点x０ 处连续⇔∀ε＞０,∃δ＞０,当 x－x０ ＜δ时,有 f(x)－f(x０)＜ε．
如果函数f(x)在x０ 有lim

x→x＋
f(x)＝f(x０)(或lim

x→x－
０

f(x)＝f(x０)),则称函数y＝f(x)在点x０ 右

连续(或左连续),记作f(x０
＋ )＝f(x０)(或f(x０

－ )＝f(x０))．
关于函数的左连续和右连续有下面的一个定理:

定理　函数f(x)在点x０ 处连续的充分必要条件是函数f(x)在该点左连续且右连续．
如果函数f(x)在(a,b)内每一点都连续,则称函数y＝f(x)在(a,b)内连续,区间(a,b)称为连续

区间．如果函数y＝f(x)在(a,b)内连续,且该函数在左端点处右连续,在右端点处左连续,则称函数

f(x)在闭区间[a,b]上连续．

函数f(x)在它的定义域内的每一点都连续,则称f(x)为连续函数．

从几何直观上,区间上的连续函数的图像是一条不间断的曲线．

二、初等函数的连续性

１．连续函数的和差积商的运算

定理　若函数f(x),g(x)都在x０ 处连续,则函数f(x)±g(x),f(x)􀅰g(x)也在x０ 处连续．

定理　若函数f(x),g(x)都在x０ 处连续,g(x０)≠０,则在x０ 处函数
f(x)
g(x)也连续．

２．反函数与复合函数的连续性

定理　如果函数y＝f(x)在某区间上单调增加(或减少)且连续,则它的反函数x＝f－１(y)在相应

的区间上单调增加(或减少)且连续．
定理　设函数u＝φ(x)在x０ 处连续且u０＝φ(x０),函数y＝f(u)在u０ 处连续,则复合函数y＝

f[φ(x)]在x０ 处连续．
推论　lim

x→x０
φ(x)＝u０,函数y＝f(u)在u０ 处连续,则

lim
x→x０

f[φ(x)]＝f[lim
x→x０

φ(x)]．

此推论表明,只要复合函数连续则极限符号可以同运算号交换次序．

３．初等函数的连续性

如果函数f(x)在一个区间的每一点处都连续,则称f(x)在该区间上连续．可以证明:基本初等函
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数在其定义域内是连续的;所有初等函数在其定义域内都是连续的．

因此,求初等函数f(x)在其定义区间内的点x０ 处的极限,可以直接用lim
x→x０

f(x)＝f(x０)来求;求

初等函数的连续区间就是求定义区间．关于分段函数的连续性,除考虑每一段函数的连续性外,还必须

讨论定义域分界点处的连续性．

三、函数的间断点

定义　设函数f(x)在x０ 的空心邻域内有定义且函数f(x)在x０ 点不连续,则称x０ 为函数f(x)

的间断点．

我们从函数f(x)在点x０ 连续的定义可知,x０ 是函数f(x)的间断点,至少属于下列三种情形

之一:

(１)f(x)在点x０ 处无定义．

(２)极限lim
x→x０

f(x)不存在．

(３)f(x)在x０ 处有定义且极限lim
x→x０

f(x)存在,但lim
x→x０

f(x)≠f(x０)．

四、闭区间上连续函数的性质

定理　(最值存在定理)闭区间上的连续函数必能取到最大值和最小值．即若f(x)在[a,b]上连续,

则在[a,b]上至少存在一点ξ１ 和一点ξ２,对于[a,b]上任一点x,均满足:

f(ξ１)≤f(x)≤f(ξ２),

称f(ξ１)为f(x)在[a,b]上的最小值,f(ξ２)为f(x)在[a,b]上的最大值．

注　如果定理中“闭区间”和“连续”的条件不具备时,结论可能不成立．如函数y＝x 在开区间(０,１)

内连续,但它既无最大值也无最小值．

推论１　(有界定理)闭区间上的连续函数有界．

定理　(介值定理)闭区间上的连续函数必能取到介于最大值和最小值之间的一切值,即函数f(x)

在闭区间[a,b]上连续,c是介于f(x)的最大值 M 和最小值m 之间的一个值,则至少存在一点ξ∈[a,

b],使得f(ξ)＝c．

推论２　(零点存在定理)若f(x)在闭区间[a,b]上连续,且f(a)􀅰f(b)＜０,则至少存在一点ξ∈

(a,b),使得f(ξ)＝０．

这个定理也叫作根的存在定理,常用来判断方程是否存在根．

����

例 １　证明函数y＝lnx 在区间(０,＋∞)内连续．

证　设x０ 是定义域(０,＋∞)内任意一点,当x 在x０ 处有增量Δx 时,对应函数的增量Δy 为
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Δy＝ln(x０＋Δx)－lnx０＝ln
x０＋Δx

x０
＝ln１＋

Δx
x０

æ

è
ç

ö

ø
÷,

当Δx→０时,Δx
x０

→０,则ln１＋
Δx
x０

æ

è
ç

ö

ø
÷ →０,即有

lim
Δx→０

Δy＝０,

所以,由连续的定义可知,函数y＝lnx 在(０,＋∞)内连续．

例 ２　讨论函数f(x)＝
xsin

１
x

, x≠０,

０, x＝０

ì

î

í

ï
ï

ïï

在x＝０处的连续性．

解　因为x→０时,xsin
１
x

是无穷小,且

lim
x→０

f(x)＝lim
x→０

(xsin
１
x

)＝０＝f(０),

所以,函数f(x)在x＝０处连续．

例 ３　讨论函数f(x)＝
１＋cosx, x＜

π
２

,

sinx, x≥
π
２

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

在x＝
π
２

处的连续性．

解　由于f(x)在x＝
π
２

的左、右表达式不同,所以先讨论函数f(x)在π
２

处的左、右连续性．

由于

lim
x→

π
２

＋
f(x)＝lim

x→
π
２

＋
(sinx)＝sin

π
２＝１＝f

π
２

æ

è
ç

ö

ø
÷,

lim
x→

π
２

－
f(x)＝lim

x→
π
２

－
(１＋cosx)＝１＋cos

π
２＝１＝f

π
２

æ

è
ç

ö

ø
÷,

所以,函数f(x)在x＝
π
２

处左、右连续,从而在x＝
π
２

处连续．

例 ４　讨论函数y＝arcsinx(x∈[－１,１])的连续性．

解　由于y＝sinx 在 －
π
２

,π
２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú 上单调增加且连续,由定理得,y＝sinx 的反函数x＝arcsiny 在

[－１,１]上连续,因此函数y＝arcsinx 在[－１,１]上连续．

例 ５　求极限lim
x→∞

cos
(x２－１)π
x２＋１ ．

解　因为lim
x→∞

(x２－１)π
x２＋１ ＝lim

x→∞

１－ １
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

１＋ １
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

２􀅰π＝π且y＝cosu在u＝π处连续,所以由推论得

lim
x→∞

cos
(x２－１)π
x２＋１ ＝coslim

x→∞

(x２－１)π
x２＋１

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＝cosπ＝－１．
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例 ６　求极限lim
x→１

３x２－x＋２．

解　易知函数f(x)＝ ３x２－x＋２是初等函数,因此有

lim
x→１

３x２－x＋２＝ ３􀅰１２－１＋２＝２．

例 ７　求极限lim
x→０

x＋４－２
sin５x ．

解　　　　　　　lim
x→０

x＋４－２
sin５x ＝lim

x→０

(x＋４－２)(x＋４＋２)

sin５x(x＋４＋２)

＝lim
x→０

x
sin５x(x＋４＋２)

＝
１
５lim

x→０

５x
sin５x

􀅰lim
x→０

１
x＋４＋２

＝
１
５

􀅰 １
(０＋４＋２)

＝
１
２０．

图１Ｇ８

例 ８　讨论函数f(x)＝
x２－１
x－１

, x≠１,

１, x＝１

ì

î

í

ïï

ïï

的连续性,并求它的间断点．

解　因为x≠１时,f(x)＝x＋１,所以函数f(x)有连续区间(－∞,１)∪
(１,＋∞)．

由于lim
x→１

f(x)＝lim
x→１

(x＋１)＝２≠f(１),因此x＝１是函数f(x)的间断

点,如图１Ｇ８所示．

例 ９　讨论函数f(x)＝
１＋x２ －１

x２ 的连续性,求它的间断点．

解　函数f(x)＝
１＋x２ －１

x２ 是初等函数,其定义域D＝(－∞,０)∪(０,＋∞),因此,函数f(x)有连

续区间(－∞,０)∪(０,＋∞)．x＝０是它的间断点．

例 １０　讨论函数f(x)＝
x－２,

０,

x,

ì

î

í

ï
ï

ïï

　
x＜１,

x＝１,

x＞１

的连续性,并求它的间断点．

图１Ｇ９

解　函数图像如图１Ｇ９所示．
因为x＞１时,函数f(x)＝x 是连续的;x＜１时,函数f(x)＝x－２也

是连续的,所以,函数f(x)有连续区间(－∞,１)∪(１,＋∞)．
由于lim

x→１－
f(x)＝lim

x→１－
(x－２)＝－１,lim

x→１＋
f(x)＝lim

x→１＋
x＝１,即左右极限存

在但不相等,所以lim
x→１

f(x)不存在,x＝１为函数f(x)的间断点．

例 １１　求正切函数y＝tanx 的间断点．

解　正切函数为基本初等函数,在定义域内处处连续．在x＝kπ＋
π
２

(k

∈Z)处,tanx 无意义,且 lim
x→kπ＋

π
２

tanx＝∞．
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因此kπ＋
π
２

(k∈Z)为y＝tanx 的间断点．

例 １２　证明方程x５－３x３＋１＝０在区间(０,１)内至少有一个根．
证明　令f(x)＝x５－３x３＋１,则f(x)显然在[０,１]上连续,并且有

f(０)＝１＞０;f(１)＝－１＜０,
则由零点存在定理可知,在(０,１)内至少存在一点ξ,使得f(ξ)＝０,即

ξ５－３ξ３＋１＝０,ξ∈(０,１),
这说明方程x５－３x３＋１＝０在(０,１)内至少有一个根．


!4�

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一、求极限

１．lim
n→１

１
１－x－

３
１－x３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ;

２．lim
x→＋∞

x(x２＋１－x);

３．lim
x→０

x２sin
１
x２

sinx
;

４．lim
x→０

(１－２x)３
sinx;

５．lim
n→∞

{(１＋n)[ln(１＋n)－lnn]};

６．lim
x→０

(cosx－１)(ex－１)
ln(１＋３x)arctanx２．

二、若lim
x→１

x２＋ax＋b
１－x ＝５,求a,b的值．

三、设f(x)＝
x

tanx
,求f(x)的间断点,并说明间断点的类型．

四、设f(x)在[a,b]上连续,证明:至少存在一点ξ∈[a,b],使得f(ξ)＝
f(a)＋f(b)

２ ．
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一、

１．－１ ２．
１
２ ３．０ ４．e－６

５．１ ６．－
１
６

二、解:
lim
x→１

(x２＋ax＋b)＝０⇒b＝－１－a

lim
x→１

x２＋ax－１－a
１－x ＝５

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï

⇒a＝－７,b＝６．
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３２　　　

三、解:x＝０和x＝kπ＋
π
２

为可去间断点,x＝kπ(k≠０)为第二类间断点．

四、证明:方法一:(１)当f(a)≠f(b)时,不妨设f(a)＜f(b),则f(a)＜
f(a)＋f(b)

２ ＜f(b),又f(x)

在[a,b]上连续,满足介值定理的条件,故至少存在一点ξ∈(a,b),得f(ξ)＝
f(a)＋f(b)

２ ．

(２)当f(a)＝f(b)时,f
(a)＋f(b)

２ ＝f(a)＝f(b),则可取ξ＝a或b．

综合(１)(２)得,至少存在一点ξ∈[a,b],使得f(ξ)＝
f(a)＋f(b)

２ ．

方法二:因为f(x)在[a,b]上连续,所以必取得最大值 M 和最小值m．

(１)当f(a)＝f(b)＝M 时,f
(a)＋f(b)

２ ＝M,则可取ξ＝a或b,使得f(ξ)＝
f(a)＋f(b)

２ ．

(２)当f(a)＝f(b)＝m 时,f
(a)＋f(b)

２ ＝m ,则可取ξ＝a 或b,使得f(ξ)＝
f(a)＋f(b)

２ ．

(３)除(１)(２)外,m＜
f(a)＋f(b)

２ ＜M,由介值定理的推论知,至少存在一点ξ∈(a,b),使得f(ξ)

＝
f(a)＋f(b)

２ ．

综合(１)(２)(３)得,至少存在一点ξ∈[a,b],使得f(ξ)＝
f(a)＋f(b)

２ ．
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