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２０２２年,教育部印发«关于推进新时代普通高等学校学历继续教育改革的实施意见»(以下简称«意
见»),要求推进新时代普通高等学校举办的学历继续教育改革发展.«意见»指出普通高等学校举办的

学历继续教育统一通过成人高考入学,统一专业教学基本要求,统一最低修业年限,统一毕业证书.为

了满足广大考生备考的需要,使其能够顺利通过成人高校统一入学考试,我们组织了有丰富成教经验

的一线教师和专家,认真研究了教育部高校学生司和教育部考试中心２０２０年修订的«全国各类成人高

等学校招生复习考试大纲»,并依据２０２０年版大纲的要求,在把握成人高考命题变化的基础上,精心编

写了全国各类高等学历继续教育统考教材.
本系列教材包括:
高中起点升本、专科:«语文»«英语»«数学(文史财经类)»«数学(理工农医类)»«历史地理综合»

«物理化学综合».
专科起点升本科:«政治»«英语»«大学语文»«高等数学(一)»«高等数学(二)»«艺术概论»«民法»«教

育理论»«生态学基础»«医学综合».
在本系列教材的编写过程中,侧重体现如下几个特点:

１．紧扣大纲,时代性强

本系列教材紧扣最新修订的«全国各类成人高等学校招生复习考试大纲»,内容的编排和选择与新

大纲的知识系统完全一致,充分体现了新大纲的知识能力要求.在编写过程中,借鉴和吸收基础教育

改革的成果,融入新的命题思想和观点,及时适应成人高考的新变化,具有较强的时代性.

２．结构合理,重点突出

本系列教材根据知识的内在联系和考生的认知规律,既坚持了“少而精”的原则,又注重了教材内

容的完整性,遵循从简单到复杂、由浅入深、循序渐进的原则进行编排.学习起点低,重点突出,更加有

利于考生对学科知识内容的理解,提高复习效率.

３．针对性强,科学实用

本系列教材针对成人高考的实际需要,注重基础知识复习和能力训练,具有较强的针对性和实

用性.
本系列教材不仅可供参加全国各类高等学历继续教育统考的考生使用,也适用于高中及以上学历

的学生、教师和教研人员学习、参考.
为进一步提高本系列教材的质量,欢迎广大师生提出宝贵意见和建议,以便及时修订,使之日趋

完善.

编　者





超高命中,源自精选

命题专家深度解读历年考试真题,对出题内容、题型比例、考查重点、出题形式有独特的把握,在紧

密结合考试大纲的基础上,精心提炼核心考点,辅以精选全真试题,准确洞悉命题方向,连续命中原题,
一直保持超高命中率!

«高等数学(一)»命中实例

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　１．设函数f(x)在[a,b]上连续,在(a,b)可导,f′(x)＞０,f(a)f(b)＜０,则f(x)在(a,b)内零点的

个数为(C)(２０１９年统考题)

A．３ B．２ C．１ D．０
２．设２x 为f x( ) 的一个原函数,则f x( )＝(B)(２０１９年统考题)

A．０ B．２ C．x２ D．x２＋C
３．设函数y＝e２x,则dy＝　　　　　 ．(２０１９年统考题)

答:２e２xdx
４．函数f(x)＝x３－１２x 的极小值点x＝　　　　　 ．(２０１９年统考题)

答:２

５．方程y３＋lny－x２＝０在点(１,１)的某邻域确定隐函数y ＝y(x),则dy
dx x＝１ ＝ ．(２０２０年

统考题)

答:１
２

６．求微分方程y″－y′－２y ＝０的通解．(２０２０年统考题)
解析:
原方程对应的特征方程为r２－r－２＝０,
解得　r１＝－１,r２＝２．
故原方程的通解为y ＝C１e－x＋C２e２x．

　　说明:由于篇幅所限,命中题目不一一列举,但都在书中以考题的形式出现.
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第一章　极限和连续

�0>!

　　极限

(１)理解极限的概念(对极限定义中“εＧN”“εＧδ”“εＧM”等形式的描述不作要求)．会求函数在一点

处的左极限与右极限,了解函数在一点处极限存在的充分必要条件．
(２)了解极限的有关性质,掌握极限的四则运算法则．
(３)理解无穷小量、无穷大量的概念,掌握无穷小量的性质、无穷小量与无穷大量的关系．会进行

无穷小量阶的比较(高阶、低阶、同阶和等价)．会运用等价无穷小量代换求极限．
(４)熟练掌握用两个重要极限求极限的方法．

连续

(１)理解函数在一点处连续与间断的概念,理解函数在一点处连续与极限存在的关系,掌握判断

函数(含分段函数)在一点处的连续性的方法．
(２)会求函数的间断点．
(３)掌握在闭区间上连续函数的性质,会用介值定理推证一些简单命题．
(４)理解初等函数在其定义区间上的连续性,会利用连续性求极限．

说明:据教育部最新颁布的«全国各类成人高等学校招生复习考试大纲»专科起点升本科高等数

学(一)考试大纲规定,去掉函数的概念与性质的相关内容,但极限、连续、导函数等部分还要研究函数

的性质．为方便初学者或基础薄弱者更好地学习本教材,我们仍予保留,以供自学之用．

第一节　函　数

����

一、函数的概念

１．函数的定义

定义　设A,B 都是非空的数的集合,f:x→y 是从A 到B 的一个对应法则,那么从A 到B 的映射
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f:A→B 就叫作函数,记作y＝f(x),其中x∈A,y∈B,原象集合A 叫作函数f(x)的定义域,象集合

B 叫作函数f(x)的值域．

符号y＝f(x)即是“y 是x 的函数”的数学表示,应理解为:x 是自变量,它是法则所施加的对象;f
是对应法则,它可以是一个或几个解析式,可以是图像、表格,也可以是文字描述;y 是自变量的函数,当

x 为允许的某一具体值时,相应的y 值为与该自变量值对应的函数值,当f 用解析式表示时,则解析式

为函数解析式．y＝f(x)仅仅是函数符号,不是表示“y 等于f 与x 的乘积”,f(x)也不一定是解析式．在

研究函数时,除用符号f(x)外,还常用g(x),F(x),G(x)等符号来表示．

由函数的定义可知,函数含有三个要素:定义域A、值域B 和对应法则f．其中核心是对应法则f,

它是函数关系的本质特征．y＝f(x)的意义是:y 等于x 在法则f 下的对应值,而f 是“对应”得以实现

的方法和途径,是联系x 与y 的纽带,所以是函数的核心．至于用什么字母表示自变量、因变量和对应法

则,这是无关紧要的．

函数的定义域(即原象集合)是自变量x 的取值范围,它是构成函数的一个不可缺少的组成部分．当

函数的定义域及从定义域到值域的对应法则完全确定之后,函数的值域也就随之确定了．因此,定义域

和对应法则为“y 是x 的函数”的两个基本条件,缺一不可．只有当两个函数的定义域和对应法则都分别

相同时,这两个函数才是同一个函数,这就是说:

(１)定义域不同,两个函数也就不同．
(２)对应法则不同,两个函数也是不同的．
(３)即使是定义域和值域都分别相同的两个函数,它们也不一定是同一函数,因为函数的定义域和

值域不能唯一地确定函数的对应法则．

２．函数的表示方法

函数的表示方法有解析法、列表法和图像法．
(１)解析法就是把两个变量的函数关系,用一个数学表达式表示出来,这个表达式叫作函数的解析

表达式,简称解析式．
(２)列表法就是列出表格来表示两个变量之间的函数关系．
(３)图像法就是用函数的图像表示两个变量之间的函数关系．

３．函数解析表示法中常见的几种形式

(１)显函数:由关系式y＝f(x)确定y 是x 的函数,称为显函数．
(２)隐函数:由方程F(x,y)＝０确定的函数关系y＝f(x),称为隐函数．

"�����

　　并非所有隐函数都可以转化为显函数．

(３)分段函数:对于自变量x 的不同的取值范围,有着不同的对应法则,这样的函数通常叫作分段

函数．它是一个函数,而不是几个函数．分段函数的定义域是各段函数定义域的并集,值域也是各段函数
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值域的并集．

例如:

y＝
１
x

,０＜x＜１,

x,x≥１．

ì

î

í

ï
ï

ïï

其表示的含义为:当０＜x＜１时,y＝
１
x

;当x≥１时,y＝x．

"�����

　　(１)分段函数是一个函数,不要把它误认为是几个函数．
(２)分段函数的定义域是各段定义域的并集,值域是各段值域的并集．
(３)分段函数的图像是由几个不同的部分组成,作分段函数的图像时,应根据不同定义域上的不

同解析式分别作出．

４．函数的定义域

函数的定义域是指函数有定义的自变量x 所允许的取值范围,因此求定义域常常是排除那些使函

数没有定义的点．

求定义域的三种基本方法:

(１)依据函数解析式中所包含的运算规则(除法、开平方等)对自变量的制约要求,通过解不等式

(组)求得定义域．
(２)依据确定函数y＝f(x)的对应法则f 对作用对象的取值范围的制约要求,通过解不等式(组)

求得定义域．
(３)根据问题的实际意义,规定自变量的取值范围,求得定义域．

如果函数是由一些基本函数通过四则运算构成的,那么它的定义域是使各个部分都有意义的x 值

组成的集合．对含参数的函数求定义域(或已知定义域,求字母参数的取值范围)时,必须对参数的取值

进行讨论．

当函数由实际问题给出时,其定义域由实际问题确定．

二、函数的基本性质

１．奇偶性

设函数y＝f(x)在区间D 内有定义,且D 关于原点对称,若任取x∈D,有f(－x)＝f(x),则称

函数y＝f(x)在区间D 内为偶函数．

若任取x∈D,有f(－x)＝－f(x),则称函数y＝f(x)在区间D 内为奇函数．
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　　(１)判断函数定义域D 关于原点是否对称是判断函数奇偶性的前提条件,因此判断一个函数的

奇偶性应首先判断定义域是否关于原点对称,然后求f(－x)．
(２)如果函数y＝f(x)(x∈D)是奇函数,那么y＝f(x)的图像关于原点为中心对称．如果函数

y＝f(x)(x∈D)为偶函数,那么y＝f(x)的图像关于y 轴对称．
(３)常数函数f(x)＝c(x∈R)一定是偶函数;若c＝０,则f(x)既是偶函数又是奇函数．
(４)偶函数与偶函数的和函数是偶函数,奇函数与奇函数的和函数是奇函数;偶函数与偶函数的

积函数是偶函数,偶函数与奇函数的积函数是奇函数,奇函数与奇函数的积函数是偶函数．

２．周期性

对于函数f(x),如果存在一个非零常数 T(T＞０),使得当x 取定义域内的每一个值时,都有

f(x＋T)＝f(x),则称f(x)为周期函数,T 为这个函数的周期．

如果f(x)存在周期,一般指的是最小正周期．周期函数在各个周期内的图形是相同的．

３．有界性

如果在变量x 的取值范围(用 D 表示)内,存在一个正数 M,使在 D 上的函数值f(x)都满足

|f(x)|≤M,则称函数y＝f(x)在D 上有界,亦称f(x)在D 上是有界函数．如果不存在这样的正数

M,则称函数y＝f(x)在D 上无界,亦称f(x)在D 上是无界函数．

一般来说,连续函数在闭区间上具有有界性．

例如:y＝x＋６在[１,２]上有最小值７,最大值８,即它的函数值在７和８之间变化,是有界的,所以

函数y＝x＋６在[１,２]上具有有界性．

４．单调性

一般地,设函数f(x)的定义域为I:

如果对于属于I内某个区间上的任意两个自变量的值x１,x２,当x１＜x２ 时都有f(x１)＜f(x２),

那么就说f(x)在这个区间上是增函数．

如果对于属于I内某个区间上的任意两个自变量的值x１,x２,当x１＜x２ 时都有f(x１)＞f(x２),

那么就说f(x)在这个区间上是减函数．

若函数y＝f(x)在某个区间上是增函数或减函数,则函数在这一区间具有(严格的)单调性,这一

区间叫作函数的单调区间．此时也说函数是这一区间上的单调函数．

在单调区间上,增函数的图像是上升的,减函数的图像是下降的．

减(增)函数与减(增)函数的和为减(增)函数;

增(减)函数与减(增)函数的差为增(减)函数．
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三、反函数

１．反函数的定义

定义　设函数y＝f(x)(x∈A)的值域是C,根据函数中x与y 的关系,用y 表示x,得到x＝g(y)．

若对于y在C 中的任何一个值,通过x＝g(y),x在A 中都有唯一的值和它对应,那么,x＝g(y)就表示y
是自变量,x是因变量,x是y的函数,这样的函数x＝g(y)(y∈C)叫作函数y＝f(x)(x∈A)的反函数,

记作y＝f－１(x)．反函数y＝f－１(x)的定义域、值域分别是函数y＝f(x)的值域、定义域．

２．反函数存在定理

如果函数y＝f(x)是严格单调增加(或减少)的,则它必定存在反函数y＝f－１(x),并且也是严格

单调增加(或减少)的．

３．求反函数的步骤

令f(x)＝y,根据函数式导出x 关于自变量y 的函数式．

由于通常是以x 表示自变量,y 表示函数．所以把导出的函数式自变量换成x,函数换成y,即得到

原函数的反函数．

"�����

　　(１)互为反函数的两个函数的图像关于直线y＝x 对称．

(２)在函数x＝f－１(y)中,y 是自变量,x 是函数,但习惯上,我们一般用x 表示自变量,用y 表

示函数,为此我们常常对调函数x＝f－１(y)中的字母x,y,把它改写成y＝f－１(x)．今后凡无特别说

明,函数y＝f(x)的反函数都采用这种经过改写的形式．
(３)反函数也是函数,因为它符合函数的定义．从反函数的定义可知,对于任意一个函数y＝

f(x)来说,不一定有反函数,若函数y＝f(x)有反函数y＝f－１(x),那么函数y ＝f(x)的反函数y

＝f－１(x)是唯一的,这就是说,函数y＝f(x)与y＝f－１(x)互为反函数．
(４)互为反函数的两个函数在各自定义域内有相同的单调性．严格单调函数才有反函数,如二次

函数在R内没有反函数,但在其单调增(减)的定义域内,可以求得反函数．

四、复合函数与初等函数

１．复合函数

定义　设y＝f(u)的定义域为Du,值域为 Mu,函数u＝g(x)的定义域为Dx,值域为 Mx,那么对

于Dx 内的任意一个x,经过u 有唯一确定的y 值与之对应,因此变量x 与y 之间通过变量u 形成一种

函数关系,记为y＝f[g(x)],这种函数称为复合函数,其中x 称为自变量,u 为中间变量,y 为因变量

(即函数)．
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　　(１)不是任何两个函数都可以复合成一个复合函数,只有当 Mx∩Du 不为空集时,二者才可以构

成一个复合函数．
(２)设y＝f(u)的最小正周期为T１,u＝φ(x)的最小正周期为T２,则y＝f(u)的最小正周期为

T１T２,任一周期可表示为kT１T２(k属于R＋)．

(３)复合函数单调性由y＝f(u),u＝φ(x)的增减性决定．即“增增得增,减减得增,增减得减”,可

以简化为“同增异减”．

２．初等函数

初等函数是由幂函数、指数函数、对数函数、三角函数、反三角函数与常数经过有限次的有理运算

及有限次函数复合所产生,并且能用一个解析式表示的函数．其中幂函数、指数函数、对数函数、三角函

数和反三角函数统称为基本初等函数．
(１)常值函数．

对定义域中的一切x 对应的函数值都取某个固定常数的函数．
(２)幂函数．

形如y＝xa 的函数,式中a为实数．
(３)指数函数．

形如y＝ax 的函数,式中a＞０且a≠１．
(４)对数函数．

指数函数的反函数,记作y＝logax,式中a＞０且a≠１,定义域是x＞０．指数函数与对数函数之间

成立关系式为logaax＝x．
(５)三角函数．

正弦函数y＝sinx,余弦函数y＝cosx,正切函数y＝tanx,余切函数y＝cotx,正割函数y＝secx,

余割函数y＝cscx．
(６)反三角函数．

三角函数的反函数,包括反正弦函数y＝arcsinx －１≤x≤１,－
π
２≤y≤

π
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,反余弦函数y＝arcＧ

cosx(－１≤x≤１,０≤y≤π),反正切函数y＝arctanx －∞＜x＜＋∞,－
π
２＜y＜

π
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,反余切函数y＝arcＧ

cotx(－∞＜x＜＋∞,０＜y＜π)等．



1�1���L
F5

７　　　　

����

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　例 １　已知函数f(x)的定义域为(－１,０),则下列函数中定义域为(０,１)的是(　　)．

A．f(１－x) B．f(x－１) B．f(x＋１) D．f(x２－１)

答案　B

解析　A．－１＜１－x＜０,即１＜x＜２,故f(１－x)的定义域为(１,２);

B．－１＜x－１＜０,即０＜x＜１,故f(x－１)的定义域为(０,１);

C．－１＜x＋１＜０,即－２＜x＜－１,故f(x＋１)的定义域为(－２,－１);

D．－１＜x２－１＜０,即－１＜x＜０或０＜x＜１,故f(x２－１)的定义域为(－１,０)∪(０,１)．

例 ２　下列函数为奇函数的是(　　)．

A．f(x)＝
ax＋a－x

２ B．f(x)＝
a－x－ax

２

C．f(x)＝
x(１＋x)

１－x D．f(x)＝
|x|
x sinx

答案　B

解析　A．f(－x)＝
a－x＋ax

２ ＝f(x)为偶函数;

B．f(－x)＝
ax－a－x

２ ＝－
ax－a－x

２ ＝－f(x)为奇函数;

C．f(x)为非奇非偶函数;

D．f(x)满足f(－x)＝
|－x|
－x sin(－x)＝

|x|
x sinx＝f(x)为偶函数

第二节　极　限

����

一、数列的极限

１．数列

定义　无穷多个数按一定顺序排列成x１,x２,,xn,的形式称为数列,记为{xn}．其中xn 称为数

列的通项或一般项,正整数n称为数列的下标．
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２．数列极限

定义　已知数列{xn},当n→∞时,若存在常数A,使得xn 与A 无限接近,则称常数A 为数列{xn}

当n→∞时的极限,记作lim
n→∞

xn＝A 或xn→A(当n→∞时)．没有极限的数列称为发散数列．

二、数列极限的性质与运算法则

性质１　有极限的数列,其极限值必唯一．

性质２　收敛数列一定有界,反之不成立,即有界数列不一定收敛．

１．四则运算法则

设有数列{xn},{yn},若lim
n→∞

xn＝A,lim
n→∞

yn＝B,则

lim
n→∞

(xn±yn)＝lim
n→∞

xn±lim
n→∞

yn＝A±B;

lim
n→∞

xnyn＝lim
n→∞

xnlim
n→∞

yn＝AB;

lim
n→∞

xn

yn
＝
lim
n→∞

xn

lim
n→∞

yn
＝
A
B

(B≠０)．

２．夹逼定理

定理　若数列{xn},{yn},{zn}满足不等式xn≤yn≤zn(n＝１,２,),且lim
n→∞

xn＝lim
n→∞

zn＝A,则

lim
n→∞

yn＝A．

３．单调有界数列极限存在定理

定理　若数列{yn}单调有界,则它必有极限．

三、函数极限的概念

１．定义

已知函数f(x)在点x０ 的邻域有定义,当x→x０ 时,若存在常数A,使得f(x)与A 无限接近,则

称常数A 为函数f(x)当x→x０ 时的极限,记作lim
x→x０

f(x)＝A 或f(x)→A(当x→x０ 时)．

２．左、右极限及其与极限的关系

左极限　已知函数f(x)在点x０ 左侧邻域有定义,当x 从左侧趋近于x０ 时,若存在常数A,使得

f(x)与A 无限接近,则称常数A 为函数f(x)在x０ 处的左极限,记作lim
x→x－

０

f(x)＝f(x－
０ )＝A．

右极限　已知函数f(x)在点x０ 右侧邻域有定义,当x 从右侧趋向于x０ 时,若存在常数A,使得

f(x)与A 无限接近,则称常数A 为函数f(x)在x０ 处的右极限,记作lim
x→x＋

０

f(x)＝fx→x＋
０
)＝A．　

定理　函数极限lim
x→x０

f(x)存在且等于A 的充分必要条件是左极限lim
x→x－

０

f(x)与右极限lim
x→x＋

０

f(x)都
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存在且等于A,即有

lim
x→x０

f(x)＝A⇔lim
x→x－

０
f(x)＝lim

x→x＋
０
f(x)＝A．

３．x→∞(x→＋∞,x→－∞)时函数的极限

定义　已知函数f(x)在R内有定义,当x→∞时,若存在常数A,使得f(x)与A 无限接近,则称

常数A 为函数f(x)当x→∞时的极限,记作lim
x→∞

f(x)＝A 或f(x)→A(当x→∞)．

定义　已知函数f(x)在(x０,＋∞)区间内有定义,当x→＋∞时,若存在常数A,使得f(x)与A

无限接近,则称常数A 为函数f(x)当x→＋∞时的极限,记作lim
x→＋∞

f(x)＝A 或f(x)→A(当x→＋∞

时)．

定义　已知函数f(x)在(－∞,x０)区间内有定义,当x→－∞时,若存在常数A,使得f(x)与A

无限接近,则称常数A 为函数f(x)当x→－∞时的极限,记作lim
x→－∞

f(x)＝A 或f(x)→A(当x→－∞

时)．

定理　函数极限lim
x→∞

f(x)存在且等于A 的充分必要条件是极限lim
x→＋∞

f(x)和lim
x→－∞

f(x)都存在且都

等于A,即lim
x→∞

f(x)＝A⇔lim
x→＋∞

f(x)＝lim
x→－∞

f(x)＝A．

４．函数极限的几何意义

O

A

x

y

y=f (x)

A+ε

A−ε

x0−δ x0+δx0

图１Ｇ１

函数极限的几何意义:任意给定一正数ε,作平行于x 轴的两直线y＝A

＋ε和y＝A－ε,介于这两条直线之间是一横条区域．根据定义,对于给定

x０,存在点x０ 的一个δ邻域(x０－δ,x０＋δ),当y＝f(x)的图形上的点的横

坐标x 在邻域(x０－δ,x０＋δ)内,但x≠x０ 时,这些点的纵坐标f(x)满足不

等式|f(x)－A|＜ε或A－ε＜f(x)＜A＋ε．即这些点落在上面所作的横条

区域内(图１Ｇ１)．

四、函数极限的性质

性质１　如果lim
x→x０

f(x)存在,则这个极限唯一．

性质２　lim
x→x０

f(x)＝A＞０,则必定存在x０ 的某邻域,在该邻域内任何异于x０ 的点x 处,恒有

f(x)＞０．

性质３　若f(x)≥０,且lim
x→x０

f(x)＝A,则必有A≥０．

五、函数极限的四则运算法则

设有函数f(x),g(x),如果在自变量x的同一变化过程中,有lim
x→x０
(x→∞)

f(x)＝A,lim
x→x０
(x→∞)

g(x)＝B,则　　
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lim
x→x０
(x→∞)

[f(x)±g(x)]＝lim
x→x０
(x→∞)

f(x)±lim
x→x０
(x→∞)

g(x)＝A±B;

lim
x→x０
(x→∞)

[f(x)g(x)]＝lim
x→x０
(x→∞)

f(x)lim
x→x０
(x→∞)

g(x)＝AB;

lim
x→x０
(x→∞)

f(x)
g(x)＝

lim
x→x０
(x→∞)

f(x)

lim
x→x０
(x→∞)

g(x)＝
A
B

(B≠０)．

六、无穷小量与无穷大量

１．无穷小量和无穷大量的定义

(１)无穷小量的定义．在自变量x 的某一变化趋势下,若函数f(x)的极限为零,则称x 为这一变化

趋势下的无穷小量,简称无穷小．记为

lim
x→x０
(x→∞)

f(x)＝０．

(２)无穷大量的定义．在自变量x 的某一变化趋势下,若函数f(x)的绝对值无限地增大,则称函数

f(x)为无穷大量,简称为无穷大．记为

lim
x→x０
(x→∞)

f(x)＝∞．

２．无穷小量和无穷大量的关系

(１)若lim
x→x０
(x→∞)

f(x)＝∞,则lim
x→x０
(x→∞)

１
f(x)＝０．

(２)若lim
x→x０
(x→∞)

f(x)＝０,且f(x)≠０,则lim
x→x０
(x→∞)

１
f(x)＝∞．

３．无穷小量的性质

性质１　有限个无穷小量的和或差仍为无穷小量．

性质２　有限个无穷小量的积仍为无穷小量．

性质３　无穷小量与有界变量之积仍为无穷小量．

性质４　无穷小量除以有极限且极限不为零的变量,其商仍为无穷小量．

性质５　lim
x→x０

f(x)＝A 的充分必要条件是f(x)＝A＋α,其中α为当x→x０ 时的无穷小量．

４．无穷小量的阶

设α(x)与β(x)是关于自变量x 在同一变化过程 x→x０
(x→∞)的两个无穷小量．

(１)若lim
x→x０
(x→∞)

α(x)
β(x)＝０,则称α(x)比β(x)为高阶无穷小量(或称β(x)是比α(x)低阶的无穷小量)．

(２)若lim
x→x０
(x→∞)

α(x)
β(x)＝A≠０,则称α(x)与β(x)是同阶无穷小量．



1�1���L
F5

１１　　　

(３)若lim
x→x０
(x→∞)

α(x)
β(x)＝１,则称α(x)与β(x)是等价无穷小量,并记为α(x)~β(x)．

定理(无穷小量等价代换定理)　设α(x),α′(x),β(x),β′(x)是自变量x 在同一变化过程中的无

穷小量,且α(x)~α′(x),β(x)~β′(x),lim
x→x０
(x→∞)

α′(x)
β′(x)存在,则

lim
x→x０
(x→∞)

α(x)
β(x)＝lim

x→x０
(x→∞)

α′(x)
β′(x)．

常用的无穷小量等价代换:sinx~x,tanx~x,ln(１＋x)~x,１－cosx~
x２

２
,ex－１~x．

七、极限存在准则与两个重要极限

１．极限存在准则

夹逼定理　设在x０ 的某空心邻域内恒有g(x)≤f(x)≤h(x),且有lim
x→x０

g(x)＝lim
x→x０

h(x)＝A,则极

限lim
x→x０

f(x)存在,且有lim
x→x０

f(x)＝A．

"�����

　　此定理对x→x＋
０ ,x→x－

０ ,x→∞,x→＋∞,x→－∞等函数极限,也有类似的结果．

２．两个重要极限

重要极限Ⅰ　lim
x→０

sinx
x ＝１．

重要极限Ⅱ　lim
x→∞

１＋
１
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

x
＝e,lim

x→０
(１＋x)１

x ＝e．

八、求极限的方法

(１)极限定义(分段函数的分段点或者是函数间断点,常常要使用左、右极限)．
(２)极限的四则运算法则(注意:必须首先满足定理条件,特别是求商的极限时,分母的极限不为零)．
(３)夹逼准则(对数列、函数都成立)．
(４)单调有界数列必收敛(仅对数列成立)．
(５)两个重要极限:

①lim
n→∞

１＋
１
n

æ

è
ç

ö

ø
÷

n

＝e,lim
x→∞

１＋
１
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

＝e(属于１∞ 型)．

②lim
x→∞

xsin
１
x＝lim

x→∞

sin
１
x

１
x

＝１ 属于
０
０

型
æ

è
ç

ö

ø
÷．
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(６)变量替换求极限(包括取对数后再求极限)．
(７)利用有限个无穷小的和、差、积仍为无穷小,以及无穷小与有界量的乘积仍为无穷小．

(８)利用无穷小与无穷大之间的关系求极限(例如:α为无穷小且α≠０,则１
α

为无穷大)．

(９)等价无穷小替换(这是求极限最重要的方法之一,特别要注意无穷小的和、差替换的条件是要

替换的两个无穷小不能是等价无穷小)．

����

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
例 １　设f(x)＝

x２－２x－３
x＋１

,则lim
x→－１

f(x)＝ ．

答案　－４

解析　由题设条件,有

lim
x→－１

f(x)＝lim
x→－１

(x＋１)(x－３)
x＋１ ＝lim

x→－１
(x－３)＝－４．

例 ２　已知当x→０时,１＋ax２ －１与x２ 是等价无穷小,则a＝ ．

答案　２

解析　因为lim
x→０

１＋ax２ －１
x２ ＝lim

x→０

ax２

x２(１＋ax２ ＋１)
＝
a
２＝１,得a＝２．

例 ３　当x→０时,与e２x－１等价的无穷小量是(　　)．

A．x B．２x C．４x D．x２

答案　B

解析　因为lim
x→０

e２x－１

x ＝lim
x→０

２
e２x－１

２x ＝２,lim
x→０

e２x－１

２x ＝１,

lim
x→０

e２x－１

４x ＝lim
x→０

１
２
e２x－１

２x ＝
１
２

,lim
x→０

e２x－１

x２ ＝lim
x→０

e２x－１

２x
２
x＝∞．

第三节　连　续

����

一、函数连续与间断的概念



1�1���L
F5

１３　　　

１．函数在一点处连续的定义

(１)设函数＝f(x)在x０ 处的某一邻域内有定义,如果当自变量x 在x０ 处取得的增量 Δx 趋于零

时,函数相应的增量Δy＝f(x０＋Δx)－f(x０)也趋于零,即lim
Δx→０

Δy＝０,则称函数f(x)在点x０ 处连续．

(２)设函数y＝f(x)在x０ 的某个邻域内有定义,如果lim
x→x０

f(x)存在,且lim
x→x０

f(x)＝f(x０),则称函

数f(x)在点x０ 处连续．

２．左连续与右连续

设函数y＝f(x)在点x０ 的某左侧邻域(x０－δ,x０]有定义,且lim
x→x－

０
f(x)＝f(x０),则称f(x)在x０

处左连续;若函数y＝f(x)在点x０ 的某右侧邻域[x０,x０＋δ)有定义,且lim
x→x＋

０
f(x)＝f(x０),则称f(x)

在x０ 处右连续．

如果函数f(x)在(a,b)内每一点都连续,则称f(x)在(a,b)内连续．

如果f(x)在(a,b)内连续,而且在左端点x＝a,f(x)右连续,即lim
x→a＋

f(x)＝f(a);在右端点x＝

b,f(x)左连续,即lim
x→b－

f(x)＝f(b),则称函数f(x)在[a,b]上连续．

定理　函数y＝f(x)在点x０ 处连续的充要条件是在x０ 点既是左连续又是右连续,即

f(x－
０ )＝f(x＋

０ )＝f(x０)．

定理　基本初等函数在其定义域都是连续函数．

３．函数的间断点及其分类

(１)函数的间断点．

若函数f(x)在点x０ 不满足连续的条件,即如果函数f(x)在点x０ 处有下列三种情况之一:

①f(x)在点x０ 处无定义．

②lim
x→x０

f(x)不存在．

③虽然f(x０)有定义,且lim
x→x０

f(x)存在,但是lim
x→x０

f(x)≠f(x０)．

则称函数f(x)在x＝x０ 点间断,x＝x０ 称为f(x)的间断点．

(２)函数间断点的分类．

若x０ 为f(x)的间断点,则

①如果lim
x→x－

０
f(x)与lim

x→x＋
０
f(x)都存在,但不相等,则称x０ 为f(x)的跳跃间断点．

②如果lim
x→x０

f(x)存在,但与f(x０)不相等或f(x０)无定义,则称x０ 为f(x)的可去间断点．对于可

去间断点,只要改变定义或补充定义,就能使f(x)在x０ 处连续．

③如果lim
x→x－

０
f(x)与lim

x→x＋
０
f(x)中至少有一个为∞时,则称x０ 为f(x)的无穷间断点．

④若在x→x０ 时,f(x)的值无限次地在两个不同的数之间变化,则称x０ 为f(x)的振荡间断点．

通常我们将函数f(x)的可去间断点和跳跃间断点称为第一类间断点,将无穷间断点和振荡间断

点称为第二类间断点．
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二、函数连续性的运算

１．连续函数的四则运算

若函数f(x),g(x)在 点 x０ 处 连 续,则 它 们 的 和 (f(x)＋g(x)),差 (f(x)－g(x)),积

(f(x)g(x)),商 f(x)
g(x)(g(x０)≠０)æ

è
ç

ö

ø
÷ 在点x０ 处也连续．

２．复合函数的连续性

设y＝f(u)在u＝u０ 处连续,u＝φ(x)在x＝x０ 处连续,且u０＝φ(x０),则复合函数y＝f[φ(x)]

在x＝x０ 处连续,即

lim
x→x０

f[φ(x)]＝f[φ(x０)]＝f[lim
x→x０

φ(x)]．

"�����

　　若φ(x)在x＝x０ 点不连续,但φ(x)存在,则通过补充定义可使φ(x)在此点连续,从而上式仍

成立．

３．反函数的连续性

设函数y＝f(x)在某区间上连续且为严格单调函数,则它的反函数y＝f－１(x)也在对应区间上连

续,且严格单调．

三、闭区间上连续函数的性质

１．有界性定理

设函数y＝f(x)在[a,b]上连续,则f(x)在[a,b]上有界,即存在常数M＞０,对任意的x∈[a,b],

有|f(x)|≤M．

２．最大值与最小值定理

设函数f(x)在[a,b]上连续,则在[a,b]上,f(x)必然存在最大值与最小值．

３．介值定理(包括零点定理)

(１)介值定理:设函数y＝f(x)在闭区间[a,b]上连续,则在该区间端点处取值不同时,即f(a)＝

A,f(b)＝B,且A≠B,那么,不论C 是A 与B 之间的怎样一个数,在开区间(a,b)内至少有一点ξ,使

得f(ξ)＝C(a＜ξ＜b)．

(２)零点定理:设函数f(x)在闭区间[a,b]上连续,且f(a)与f(b)异号(即f(a)f(b)＜０),那

么在开区间(a,b)内至少有函数f(x)的一个零点,即至少存在一点ξ(a＜ξ＜b),使f(ξ)＝０．
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一、讨论分段函数在分段点的连续性

分两种情形:已知分段函数,研究其在分段点的连续性;已知分段函数在分段点连续,求分段函数

关系式中的参数．

方法　在分段点x０ 处连续,则既是左连续,又是右连续,即f(x－
０ )＝f(x＋

０ )＝f(x０)．

例 １　设f(x)＝
x２＋１, x＜０,

x, x＞０,{ 画出f(x)的图形,求lim
x→０－

f(x)及lim
x→０＋

f(x),lim
x→０

f(x)是否

存在．

x

y

1

O

图１Ｇ２

解　f(x)的图像如图１Ｇ２所示．

lim
x→０－

f(x)＝lim
x→０－

(x２＋１)＝１,

lim
x→０＋

f(x)＝lim
x→０＋

x＝０,

因为lim
x→０－

f(x)≠lim
x→０＋

f(x),

所以lim
x→０

f(x)不存在．

二、确定函数的间断点并进行分类

函数y＝f(x)的间断点是指满足下列三个条件之一的点:

(１)f(x)在点x０ 处无定义．

(２)在x０ 点lim
x→x０

f(x)不存在．

(３)在x０ 点lim
x→x０

f(x)存在,但lim
x→x０

f(x)≠f(x０)．

求函数y＝f(x)的间断点也就是寻找满足三个条件之一的点．

例 ２　求函数f(x)＝
x２－１
(x－１)x

的间断点,并判断其类型．

解　由使函数f(x)有意义知f(x)的间断点为x＝０,x＝１．

因为lim
x→１

f(x)＝lim
x→１

x＋１
x ＝２,而f(x)在x＝１处无定义,故x＝１为可去间断点．

又因为lim
x→０

f(x)＝lim
x→０

x＋１
x ＝∞,所以x＝０为f(x)的无穷间断点．

综上得x＝１为f(x)的可去间断点,x＝０为f(x)的无穷间断点．

例 ３　求函数f(x)＝
x２－１

x２－x－２
的间断点,并确定其类型．

解　所给函数在点x＝－１,２处没有意义,因此x＝－１,２是所给函数的间断点．

由于在x＝－１点有
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lim
x→－１

f(x)＝lim
x→－１

x２－１
(x＋１)(x－２)＝lim

x→－１

(x－１)(x＋１)
(x＋１)(x－２)＝lim

x→－１

x－１
x－２＝

２
３

,

故x＝－１是第一类间断点且为可去间断点．

在x＝２点有lim
x→２

f(x)＝lim
x→２

x２－１
(x＋１)(x－２)＝∞,

故x＝２是第二类间断点且为无穷间断点．

三、利用函数的连续性求极限

设u＝φ(x),且lim
x→x０

φ(x)＝A,而函数y＝f(u)在点u＝A 处连续,则由复合函数的连续性可证

lim
x→x０

f[φ(x)]＝f[lim
x→x０

φ(x)]＝F(A)．

"�����

　　这里并不要求φ(x)在x＝x０ 点连续,只要极限lim
x→x０

φ(x)存在即可．

由此可进一步推导出:若lim
x→x０

f(x)＝A(A＞０),lim
x→x０

g(x)＝B,则

lim
x→x０

f(x)g(x)＝AB．

例 ４　求极限lim
x→０

ln
１－cosx

x２ ．

解　由于lim
x→０

１－cosx
x２ ＝lim

x→０

２sin２ x
２

x２ ＝lim
x→０

sin
x
２

x
２

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

２

１
２＝

１
２

,

而函数y＝lnu 在u＝
１
２

处连续,

从而lim
x→０

ln
１－cosx

x２ ＝lnlim
x→０

１－cosx
x２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＝ln

１
２＝－ln２．

四、有关闭区间上连续函数的命题的证明

这里主要是指利用介值定理及其推论、零点定理证明方程根的存在性．其基本步骤是:把已知方程

右端项全部移到左端,令其为f(x),再由题设确定区间[a,b],然后验证f(a)f(b)＜０即可推证在a 与

b之间至少存在一个根．

例 ５　试证方程ex－２＝x 在区间(０,２)内至少有一个根．

证明　令f(x)＝ex－２－x,则f(x)在[０,２]上连续,且f(０)＝e０－２－０＝－１＜０,f(２)＝e２－２－

２＝e２－４＞０．由零点定理知,在(０,２)内至少存在一点ξ,使f(ξ)＝０．
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即eξ－２＝ξ,也就是说方程ex－２＝x 在区间(０,２)内至少有一个根．

例 ６　证明方程x＝sinx＋２至少有一个不超过３的正实根．

证明　令f(x)＝x－sinx－２,则f(０)＝－２＜０,f(３)＝１－sin３＞０,

故由零点定理知,在(０,３)内至少有一个根使得方程f(x)＝０成立．即方程x＝sinx＋２至少有一

个小于３的正实根．


!4�

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一、选择题

１．当x→０时,x２－sinx 是x 的(C)

A．高阶无穷小 B．等价无穷小

C．同阶无穷小,但不是等价无穷小 D．低阶无穷小

２．当x→０时,下列函数为无穷小的是(B)

A．
sinx
x B．x２＋sinx C．

１
xln(１＋x) D．２x－１

３．当x→０时,f(x)＝e－x２＋２x３－１与g(x)＝x２ 比较得(C)

A．f(x)是较g(x)高阶的无穷小量

B．f(x)是较g(x)低阶的无穷小量

C．f(x)与g(x)是同阶无穷小量,但不是等价无穷小量

D．f(x)与g(x)是等价无穷小量

４．函数y＝
１
xln(２＋x)的定义域为(D)

A．x≠０且x≠－２ B．x＞０ C．x＞－２ D．x＞－２且x≠０

５．极限lim
x→∞

sin２x
x ＝(A )

A．０ B．
１
２ C．１ D．２

６．点x＝０是函数f(x)＝
x, x＜０,

ex－１, x≥０{ 的(A )

A．连续点 B．可去间断点

C．第二类间断点 D．第一类间断点,但不是可去间断点

７．函数f(x)＝
０, x≤０,

１
x

, x＞０

ì

î

í

ï
ï

ïï

在点x＝０处不连续是因为(C)

A．f(０＋ )≠f(０) B．f(０－ )≠f(０)
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C．f(０＋ )不存在 D．f(０－ )不存在

８．lim
x→０

(１－x)１
x ＝(B)

A．e B．e－１ C．－e－１ D．－e

９．lim
x→２

x－２
x２－６x＋８＝(C)

A．０ B．１ C．－
１
２ D．

１
３

１０．函数f(x)＝|x|＋１在x＝０处(C)

A．无定义 B．不连续 C．连续 D．可去间断点

二、填空题

１１．设f(x)＝
１
x

,则f(f(x))＝ ．

１２．函数f(x)＝２x２＋３x－１２的单调递减区间是 ．

１３．lim
x→１

x－１
x＋１ ＝ ．

１４．已知f(x)＝
x２＋１, x＜０,

２x, x≥０,{ 则f(lim
x→０

f(x))＝ ．

１５．求lim
n→∞

(n２＋n－n)＝ ．

１６．lim
x→∞

１＋
k
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

２x
＝e,则k＝ ．

１７．设f(x)＝
ex２

－１
２x２ , x≠０,

a, x＝０

ì

î

í

ï
ï

ïï

为连续函数,则a＝ ．

１８．设f(x)＝
１＋e－

１
(x－１)２ , x≠１,

k, x＝１,{ 当k＝ 时,可使f(x)在点x＝１处连续．

１９．设f(x)＝
cosx, x≤０,

x, x＞０,{ 则f(０)＝ ．

２０．已知函数f(x)＝
acosx, x≥０,

x２－１, x＜０{ 在点x＝０处连续,则a＝ ．

三、解答题

２１．求函数f(x)＝

２
１
x , x＜０,

０, x＝０,

arctan
１
x

, x≥０

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

的间断点,并确定其类型．

２２．求lim
x→０

(１＋x)１
sinx．
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２３．求lim
x→∞

x－１
x＋１
æ

è
ç

ö

ø
÷

x
２＋４

．

２４．求lim
x→０

x２

１－ １－x２
．

２５．求lim
x→∞

x cos
１
x－１

æ

è
ç

ö

ø
÷．

２６．求lim
x→０

ex－１
x ．

２７．求lim
x→０

２＋x
２－x
æ

è
ç

ö

ø
÷

１
x

．

２８．求lim
x→１

x２－１
２x２－x－１．

２９．证明方程x３－３x＋１＝０在区间(１,２)内至少存在一个实根．

３０．设函数f(x)＝
tan(ax)

x
, x＜０,

x＋２, x≥０

ì

î

í

ï
ï

ïï

在x＝０处连续,求a的值．

	61�

二、填空题

１１．x １２．－∞,－
３
４

æ

è
ç

ö

ø
÷ １３．０ １４．２

１５．
１
２ １６．

１
２ １７．

１
２ １８．１

１９．１ ２０．－１

三、解答题

２１．解:当x≠０时,f(x)在各区间为连续的,当x＝０时,因为f(０－ )＝lim
x→０－

２
１
x ＝０,f(０＋ )＝lim

x→０＋
arctan

１
x＝

π
２≠f(０－ ),所以x＝０是函数的第一类间断点且为跳跃间断点．

２２．解:因为lim
x→０

(１＋x)１
sinx＝lim

x→０
[(１＋x)１

x ]x
sinx,而lim

x→０
(１＋x)１

x ＝e,lim
x→０

x
sinx＝１,故原式＝e１＝e．　

２３．解:原式＝lim
x→∞

x－１
x＋１
æ

è
ç

ö

ø
÷

x
２＋４

＝lim
x→∞

１－
１
x

１＋
１
x

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

x
２＋４

＝lim
x→∞

１－
１
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

x
２＋４

１＋
１
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

x
２＋４

＝
e－

１
２

e
１
２

＝e－１．
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２４．解:原式＝lim
x→０

x２(１＋ １－x２ )
(１－ １－x２ )(１＋ １－x２ )

＝lim
x→０

x２(１＋ １－x２ )
x２ ＝２．

２５．解:lim
x→∞

x cos
１
x－１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝lim

x→∞

cos
１
x－１

１
x

＝lim
x→∞

－
１
２

１
x２

１
x

＝lim
x→∞

－１
２x＝０．

２６．解:lim
x→０

ex－１
x ＝lim

x→０

x
x＝１．

２７．解:lim
x→０

２＋x
２－x
æ

è
ç

ö

ø
÷

１
x

＝lim
x→０

１＋
x
２

１－
x
２

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

１
x

＝lim
x→０

１＋
x
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
x

１－
x
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
x
＝

e
１
２

e－
１
２
＝e．

２８．解:lim
x→１

x２－１
２x２－x－１＝lim

x→１

(x＋１)(x－１)
(x－１)(２x＋１)＝

２
３．

２９．证明:令f(x)＝x３－３x＋１,则f(x)在(－∞,＋∞)内为连续函数．由于f(１)＝－１＜０,f(２)＝３＞

０,由零点定理知至少存在一点ξ∈(１,２)使得f(ξ)＝０,即所给方程在区间 (１,２)内至少有一个实根．

３０．解:因为lim
x→０－

f(x)＝lim
x→０－

tan(ax)
x ＝a,lim

x→０＋
f(x)＝lim

x→０＋
(x＋２)＝２,

又因为f(x)在x＝０处连续,所以lim
x→０－

f(x)＝lim
x→０＋

f(x),故a＝２．
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第二章　一元函数微分学

�0>!

　　导数与微分

(１)理解导数的概念及其几何意义,了解可导性与连续性的关系,掌握用定义求函数在一点处的

导数的方法．
(２)会求曲线上一点处的切线方程与法线方程．
(３)熟练掌握导数的基本公式、四则运算法则及复合函数的求导方法,会求反函数的导数．
(４)掌握隐函数求导法、对数求导法以及由参数方程所确定的函数的求导方法,会求分段函数的导数．
(５)理解高阶导数的概念,会求简单函数的n 阶导数．
(６)理解函数的微分概念,掌握微分法则,了解可微与可导的关系,会求函数的一阶微分．
微分中值定理及导数的应用

(１)理解罗尔定理、拉格朗日中值定理及它们的几何意义.会用拉格朗日中值定理证明简单的

不等式．

(２)熟练掌握用洛必达法则求“０
０

”“∞
∞

”型未定式的极限的方法．

(３)掌握利用导数判定函数的单调性及求函数的单调增、减区间的方法,会利用函数的单调性证

明简单的不等式．
(４)理解函数极值的概念．掌握求函数的驻点、极值点、极值、最大值与最小值的方法,会解简单的

应用问题．
(５)会判断曲线的凹凸性,会求曲线的拐点．
(６)会求曲线的水平渐近线与铅直渐近线．

第一节　导数与微分

����

一、导数概念

１．导数的定义

设函数y＝f(x)在点x０ 的某一邻域内有定义,自变量x 在x０ 处取得一增量 Δx(x０＋Δx 仍在该
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邻域内),函数y 相应地取得增量Δy＝f(x０＋Δx)－f(x０),如果极限

lim
Δx→０

Δy
Δx＝

f(x０＋Δx)－f(x０)
Δx

存在,则称此极限值为函数y＝f(x)在点x０ 处的导数,记作

f′(x０),y′|x＝x０
,y′(x０),

dy
dx|x＝x０

或
df
dx|x＝x０

等,即

f′(x０)＝lim
Δx→０

f(x０＋Δx)－f(x０)
Δx

,

此时也称函数f(x)在点x０ 处可导．若上式的极限不存在,则称函数f(x)在点x０ 处不可导或导数不

存在．

函数f(x)在点x０ 处的导数的另一种等价定义是

f′(x０)＝lim
x→x０

f(x)－f(x０)
x－x０

．

２．左导数与右导数

设函数y＝f(x)在点x０ 的左侧(右侧)包含x０ 点的邻域内有定义．在点x０ 处给x 以增量 Δx＜０

(Δx＞０),x０＋Δx 仍在该邻域内,函数y 相应地取得增量Δy＝f(x０＋Δx)－f(x０),如果极限

lim
Δx→０－

Δy
Δx＝lim

Δx→０－

f(x０＋Δx)－f(x０)
Δx

或lim
Δx→０＋

Δy
Δx＝lim

Δx→０＋

f(x０＋Δx)－f(x０)
Δx

存在,则称此极限值为函数y＝f(x)在该点的左导数(右导数),记作f′－ (x０)(f′＋ (x０)),即

f′－ (x０)＝lim
Δx→０－

f(x０＋Δx)－f(x０)
Δx

或f′＋ (x０)＝lim
Δx→０＋

f(x０＋Δx)－f(x０)
Δx ．

３．函数在一点可导的充分必要条件

函数y＝f(x)在一点可导的充分必要条件是f(x)在点x０ 处左、右导数存在且相等,即f′－ (x０)＝

f′＋ (x０)．

４．导数的几何意义与物理意义

函数y＝f(x)在点x０ 处的导数f′(x０)表示曲线y＝f(x)在点(x０,f(x０))处切线的斜率．

若函数y＝f(x)在点x０ 处的导数为无穷大,则曲线y＝f(x)在点(x０,f(x０))处的切线垂直于x

轴,切线方程为x＝x０,法线方程为y＝f(x０)．

若函数y＝f(x)在点x０ 处可导,则曲线y＝f(x)在点(x０,f(x０))处的切线方程为

y－f(x０)＝f′(x０)(x－x０),

法线方程为

y－f(x０)＝－
１

f′(x０)
(x－x０),f′(x０)≠０,

x＝x０,f′(x０)＝０．

导数在物理上有多种意义,仅从速度角度给出导数的物理意义．
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设质点做直线运动,其路程s与时间t的函数关系是s＝f(t),且f(t)在点t＝t０ 处可导,则f′(t０)

表示质点在时刻t０ 的瞬时速度,即v(t０)＝f′(t０)．

５．导函数

若函数y＝f(x)在(a,b)内每一点处都可导,则称f(x)在(a,b)可导．

若函数y＝f(x)在(a,b)内可导,且在区间端点a 处的右导数和端点b 处的左导数都存在,则称

f(x)在[a,b]可导．

若函数y＝f(x)在区间D 可导,则任意x∈D 有导数值,由此定义了一个新函数,称为f(x)的导

函数,简称导数,记为f′(x),y′,y′(x),dy
dx

等．

６．可导与连续的关系

若函数y＝f(x)在点x０ 处可导,则f(x)在点x０ 处连续．但反之不成立,即函数y＝f(x)在点x０

处连续,它在x０ 点不一定可导．

例如,y＝|x|在x＝０点连续,但在此点不可导．因为Δy
Δx＝|０＋Δx|－|０|

Δx ＝|Δx|
Δx

,f′－ (０)＝

lim
Δx→０－

|Δx|
Δx ＝ lim

Δx→０－

－Δx
Δx ＝ －１,f′＋ (０)＝ lim

Δx→０＋

|Δx|
Δx ＝ lim

Δx→０＋

Δx
Δx＝１,f′－ (０)≠f′＋ (０),即f′(０)不存在．

二、求导法则与导数的基本公式

１．导数的四则运算

设函数u(x),v(x)在点x 处可导,则

(１)[u(x)±v(x)]′＝u′(x)±v′(x)．
(２)[u(x)v(x)]′＝u′(x)v(x)＋u(x)v′(x)．

[cu(x)]′＝cu′(x)(c是常数)．

(３)u(x)
v(x)
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú′＝

u′(x)v(x)－u(x)v′(x)
v２(x) (v(x)≠０);

１
v(x)
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú′＝－

v′(x)
v２(x)(v(x)≠０)．

２．反函数的导数

设函数y＝f(x)在某区间内严格单调且可导,在某点x∈D,f′(x)≠０,则f(x)的反函数x＝

φ(y)在对应点y 也可导,且有

φ′(y)＝
１

f′(x)．

３．导数的基本公式

(１)(c)′＝０(c为常数)．
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(２)(xμ)′＝μxμ－１(μ 是实数)．
(３)(ax)′＝axlna(a＞０,a≠１)．
(４)(ex)′＝ex．

(５)(logax)′＝
１

xlna
(a＞０,a≠１)．

(６)(ln|x|)′＝
１
x．

(７)(sinx)′＝cosx．
(８)(cosx)′＝－sinx．

(９)(tanx)′＝
１

cos２x＝sec２x．

(１０)(cotx)′＝－
１

sin２x＝－csc２x．

(１１)(secx)′＝secxtanx．

(１２)(cscx)′＝－coscxcotx．

(１３)(arcsinx)′＝
１

１－x２
．

(１４)(arccosx)′＝－
１

１－x２
．

(１５)(arctanx)′＝
１

１＋x２．

(１６)(arccotx)′＝－
１

１＋x２．

三、求导方法

１．复合函数的求导法

设y＝f(u)通过u＝u(x)定义的复合函数y＝f(u(x)),u＝u(x)在某一点x 可导,u′x＝u′(x),

y＝f(u)在对应的点u 可导,y′u＝f′(u),则复合函数y＝f(u(x))在点x 处可导,且

y′x＝y′uu′x 或
dy
dx＝

dy
du

du
dx＝f′(u)u′(x)．

２．隐函数的求导法

用自变量的解析式明显表达出来的函数叫显函数．

由方程F(x,y)＝０确定y 是x 的函数且不能由显式给出的函数叫隐函数．

由方程F(x,y)＝０确定的隐函数y＝y(x),将y＝y(x)代入方程得恒等式

F(x,y(x))≡０．

设所论问题其隐函数存在且可导,利用复合函数求导法,对上式两边同时对x 求导,求导时把y 看

作中间变量,解出y′x 的表达式(可含y)．
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３．对数求导法

当函数值大于零时,将函数的表达式两边取自然对数,并利用对数性质将表达式化简,然后应用隐

函数的求导法,将等式两端对自变量求导,最后得出函数的导数,这种方法称为对数求导法．一般适用于

幂指函数y＝u(x)v(x)(u(x)＞０)及若干个因子的幂的连乘积．

４．由参数方程确定的函数的求导法

设在参数方程
x＝φ(t),

y＝ψ(t){ 中,若φ(t),ψ(t)关于x 可导且φ(t)严格单调,φ′(t)≠０,则

dy
dx＝

dy
dt
dx
dt

＝ψ′(t)
φ′(t)．

若φ″(t),ψ″(t)存在,则

d２y
dx２＝φ′(t)ψ″(t)－ψ′(t)φ″(t)

(φ′(t))２ ．

参数方程在(x０,y０)的切线方程和法线方程分别为

y－y０＝ψ′(t０)

φ′(t０)
(x－x０),φ′(t０)≠０,

y－y０＝－φ′(t０)

ψ′(t０)
(x－x０),ψ′(t０)≠０．

５．求分段函数的导数

设x＝x０ 是分段函数y＝f(x)的一个分界点,若lim
x→x０

f(x)＝f(x０),且在x＝x０ 处左右两侧的导

数相等,则称f(x)在x＝x０ 处可导．由此表明,分段函数在分界点的导数存在与否归结为该点是否连

续及其左右导数是否相等．

四、高阶导数的概念

若y′＝f′(x)的导数

f″(x)＝lim
Δx→０

f′(x０＋Δx)－f′(x０)
Δx

存在,该导数称为y＝f(x)的二阶导数,记作f″(x),y″,d
２f

dx２,d
２y

dx２或ÿ．

一般,若(n－１)阶导数yn－１＝fn－１(x)的导数存在,该导数称为y＝f(x)的n 阶导数,记作

f(n)(x),y(n)(x),d
ny

dxn或
dnf
dxn(n＝２,３,)．

二阶及二阶以上的导数统称为高阶导数．
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五、微分

１．微分的定义

设函数y＝f(x)在点x０ 的某一邻域内有定义．在点x０ 取一增量 Δx(x０＋Δx 仍在该邻域内),若

函数y＝f(x)在点x０ 处的增量Δy＝f(x０＋Δx)－f(x０)可表示为

Δy＝AΔx＋o(Δx),

其中A 是不依赖于Δx 的常数,o(Δx)是比Δx 高阶的无穷小,则称y＝f(x)在点x０ 是可微的(或可微

分),称AΔx 是函数y＝f(x)在点x０ 处对应于自变量增量Δx 的微分,记作dy,即dy＝AΔx．

２．微分与导数的关系

函数y＝f(x)在点x０ 处可微分的充分必要条件是f(x)在点x０ 处可导且A＝f′(x０)．

若定义自变量x 的微分是函数y＝x 的微分,则dx＝dy＝x′Δx＝Δx,即dx＝Δx．此后,对可导的

y＝f(x),有dy＝f′(x)dx⇔f′(x)＝
dy
dx

,即导数是函数的微分与自变量的微分之商,故又称微商．

微分与导数是两个不同的概念,但由上知道,可微与可导是等价的,故可导法也称为微分法．
函数y＝f(x)在点x０ 处的微分dy＝f′(x)Δx 有如下特性:

(１)当f′(x)≠０时,dy＝f′(x０)Δx 是Δx 的线性函数．
(２)微分dy 与函数增量Δy 之差Δy－dy＝o(Δx)是比 Δx 高阶的无穷小．故当|Δx|很小时,常用

dy 近似代替Δy,常说dy 是Δy 的线性主部．
函数y＝f(x)在点x０ 处的微分dy＝f′(x０)Δx 的几何意义是曲线y＝f(x)在点(x０,f(x０))处

的切线,当x 取得增量Δx 时纵坐标对应的增量．

３．微分法则

由于
dy
dx＝f′(x)⇔dy＝f′(x)dx,即函数的微分等于函数的导数乘以自变量的微分,故由函数的

导数公式立即得到函数的微分公式．
(１)微分的四则运算．

设函数u(x),v(x)可微分,则

①d[u(x)±v(x)]＝du(x)±dv(x)．

②d[u(x)v(x)]＝v(x)du(x)＋u(x)dv(x)．

③du(x)
v(x)
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＝

v(x)du(x)－u(x)dv(x)
v２(x) ,v(x)≠０．

(２)微分的基本公式．

①dc＝０,c是常数．

②dxμ＝μxμ－１dx,μ 是实数．

③dax＝axlnadx,a＞０,a≠１．

④dex＝exdx．
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⑤dlogax＝
１

xlnadx,a＞０,a≠１．

⑥dlnx＝
１
xdx．

⑦dsinx＝cosxdx．

⑧dcosx＝－sinxdx．

⑨dtanx＝sec２xdx．

⑩dcotx＝－csc２xdx．

dsecx＝secxtanxdx．

dcscx＝－cscxcotxdx．

darcsinx＝
１

１－x２
dx．

darccosx＝－
１

１－x２
dx．

darctanx＝
１

１＋x２dx．

darccotx＝－
１

１＋x２dx．

４．一阶微分形式不变性(复合函数微分法则)

设y＝f(u),u＝u(x)构成复合函数,若f(u)关于u 可微,u(x)关于x 可微,则复合函数y ＝

f(u(x))关于x 的微分dy 有

dy＝f′(u)u′(x)dx　或dy＝f′(u)du,

其中du 是u(x)关于x 的微分．

由此可见,无论u 是自变量还是中间变量,总有dy＝f′(u)du．这一性质称为一阶微分形式不变性．

����

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　例 １　设函数y＝f(x)在点x０ 处可导,且下式各极限都存在,其中一定成立的是(　　)

A．lim
Δx→０＋

f(a＋Δx)－f(a)
Δx ＝f′(a)

B．lim
Δx→０

f(x０－Δx)－f(x０)
Δx ＝f′(x０)

C．lim
Δx→０

f(x０＋Δx)－f(x０)
Δx ＝f′(x０)

D．lim
Δx→０

f(x０＋Δx)－f(x０－Δx)
Δx ＝２f′(x０)
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解　因为lim
Δx→０＋

f(a＋Δx)－f(a)
Δx ＝f′＋(a),不一定等于f′(a),或f′(a)不存在,故 A不成立．

对 B,lim
Δx→０

f(x０－Δx)－f(x０)
Δx ＝lim

Δx→０

f(x０－Δx)－f(x０)
－(－Δx)

－Δx＝h
 －lim

h→０

f(x０＋h)－f(x０)
h ＝

－f′(x０),故B不正确．

由定义知C不成立,故应选 D．事实上

lim
Δx→０

f(x０＋Δx)－f(x０－Δx)
Δx ＝lim

Δx→０

f(x０＋Δx)－f(x０)＋f(x０)－f(x０－Δx)
Δx

＝lim
Δx→０

f(x０＋Δx)－f(x０)
Δx ＋

f(x０－Δx)－f(x０)
－Δx

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

＝f′(x０)＋f′(x０)＝２f′(x０)．
例 ２　函数y＝f(x)在点x０ 处的左导数f′－ (x０)和右导数f′＋ (x０)存在且相等是f(x)在点x０

可导的(　　)
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A．充分条件 B．必要条件

C．充分必要条件 D．非充分必要条件

解　函数f(x)在点x０ 处导数存在的充分必要条件是f′－(x０)＝f′＋(x０),故选C．

例 ３　设y＝f(x)在x＝x０ 处可导,且f′(x０)＝－２,则lim
h→０

f(x０－h)－f(x０)
h

等于(　　)

A．
１
２ B．２ C．－

１
２ D．－２

解　lim
h→０

f(x０－h)－f(x０)
h ＝lim

h→０

f(x０－h)－f(x０)
－(－h)

－h＝t
－lim

h→０

f(x０＋t)－f(x０)
t

＝－f′(x０)＝－(－２)＝２,故选B．

例 ４　设f(x)在点x＝０处可导,且f(０)＝０,则lim
x→０

f(x)
x ＝ ．

解　f(０)＝０,由导数定义可知,

lim
x→０

f(x)
x ＝lim

x→０

f(x)－f(０)
x－０ ＝f′(０)．

例 ５　设y＝xe＋ex＋lnx＋ee,则y′＝ ．

解　y′＝exe－１＋ex＋
１
x．

例 ６　设f(x)＝２x,g(x)＝x２,则f′(g′(x))＝ ．
解　f′(x)＝２xln２,g′(x)＝２x,则f′(g′(x))＝２２xln２＝４xln２．

例 ７　设y＝sine
１
x ,则dy

dx＝ ．

解　用复合函数求导法,

dy
dx＝cose

１
x e

１
x( )′＝cose

１
xe

１
x

１
x

æ

è
ç

ö

ø
÷′＝－cose

１
xe

１
x
１
x２＝－

e
１
xcose

１
x

x２ ．

例 ８　设f′(１)＝１,则lim
x→１

f(x)－f(１)
x２－１ ＝ ．

解　lim
x→１

f(x)－f(１)
x２－１ ＝lim

x→１

f(x)－f(１)
(x＋１)(x－１)＝lim

x→１

１
x＋１limx→１

f(x)－f(１)
x－１ ＝

１
２f′(１)＝

１
２．
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例 ９　设xy２－exy＋２＝０,则dy
dx＝ ．

解　利用隐函数求导法,两端对x 求导:

y２＋２xy
dy
dx－exy y＋x

dy
dx

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝０

解出

dy
dx＝

y(exy－y)
x(２y－exy)．

例 １０　设x＝t－
１
t

,y＝
１
２t

２＋lnt,则dy
dx＝ ．

解　利用参数方程确定的函数求导法,得

dy
dx＝

dy
dt
dx
dt

＝
t＋

１
t

１＋
１
t２

＝t．

例 １１　曲线y＝x＋ex 在点x＝０处的切线方程是 ,法线方程是 ．
解　设f(x)＝x＋ex,则f′(x)＝１＋ex,f′(０)＝２,又当x＝０时,y＝１,故切线方程为

y－１＝２(x－０),即y＝２x＋１．
法线方程为

y－１＝－
１
２

(x－０),即y＝－
１
２x＋１．

例 １２　设y＝ecos２x ,则dy＝ dcos２x．
解　利用一阶微分形式不变性,则

dy＝decos２x ＝ecos２xd cos２x＝ecos２x １
２ cos２x

dcos２x,故填
１

２ cos２x
ecos２x ．

例 １３　设函数y＝f(x)＝
ax, x≤１,
x２＋b, x＞１{ 在x０＝１处可导,试确定常数a和b的值．

解　因为f(x)在x０＝１处可导,所以在x０＝１处连续．且
f(１)＝a,

lim
x→１＋

f(x)＝lim
x→１＋

(x２＋b)＝１＋b,
故　a＝１＋b．
再由于f(x)在x０＝１处可导,其左、右导数存在且相等,即f′－(１)＝f′＋(１),于是

f′－(１)＝lim
Δx→０－

Δy
Δx＝lim

Δx→０－

a(１＋Δx)－a
Δx ＝lim

Δx→０－
a＝a,

f′＋(１)＝lim
Δx→０＋

Δy
Δx＝lim

Δx→０＋

[(１＋Δx)２＋b]－(１＋b)
Δx ＝lim

Δx→０＋
(２＋Δx)＝２,

故a＝２．将a＝２代入a＝１＋b,得b＝１．
利用f′－(１)＝f′＋(１)的条件也可用如下方法．用求导的方法可得

f′(x)＝
a, x≤１,
２x, x＞１,{

又f′(１)存在,故f′(１)＝f′－(１)＝f′＋(１),但
f′－(１)＝lim

x→１－
f′(１)＝lim

x→１－
a＝a,

f′＋(１)＝lim
x→１＋

f′(１)＝lim
x→１＋

２x＝２,
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于是a＝２．再利用在x＝１的连续结果a＝１＋b,得b＝１．
例 １４　按定义求f(x)＝ x在点x＝１和x 处的导数．

解　f′(１)＝lim
x→１

f(x)－f(１)
x－１ ＝lim

x→１

x－１
x－１ ＝lim

x→１

(x－１)(x＋１)
(x－１)(x＋１)

＝lim
x→１

１
x＋１

＝
１
２．

f′(x)＝lim
Δx→０

f(x＋Δx)－f(x)
Δx ＝lim

Δx→０

x＋Δx－ x
Δx

＝lim
Δx→０

(x＋Δx－ x)(x＋Δx＋ x)

Δx(x＋Δx＋ x)
＝lim

Δx→０

１
x＋Δx＋ x

＝
１

２ x
．

根据导数定义求函数的导数,如果是求在一点处的导数,用lim
x→x０

f(x)－f(x０)
x－x０

求较方便;如果是求

在任意一点处的导数,用lim
Δx→０

f(x＋Δx)－f(x)
Δx

较方便．

例 １５　讨论函数f(x)＝|sinx|在点x＝０处的连续性与可导性．

解　可只考虑x 在 －
π
２

,π
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ 内的情形,故

f(x)＝
－sinx, －

π
２＜x≤０

sinx, ０＜x＜
π
２

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

由于

f(０－０)＝lim
x→０－

f(x)＝lim
x→０－

(－sinx)＝０,

f(０＋０)＝lim
x→０＋

f(x)＝lim
x→０＋

sinx＝０,

即f(０－０)＝f(０＋０)＝f(０)＝０,故f(x)在点x＝０处连续．又

f′－(０)＝lim
x→０－

f(x)－f(０)
x－０ ＝lim

x→０－

－sinx－０
x－０ ＝－１,

f′＋(０)＝lim
x→０＋

f(x)－f(０)
x－０ ＝lim

x→０＋

sinx－０
x－０ ＝１,

即f′－(０)≠f′＋(０),故f(x)在点x＝０处不可导．
例 １６　求下列函数的导数:

(１)y＝sin３xcos５x;　　　　　(２)y＝３xex;

(３)y＝
１

x２(１＋x２); (４)y＝ln(x＋ １＋x２ );

(５)y＝ x x x ; (６)y＝ tan
x
２．

解　(１)y′＝(sin３xcos５x)′＝(sin３x)′cos５x＋sin３x(cos５x)′

＝cos３x(３x)′cos５x＋sin３x(－sin５x)(５x)′

＝３cos３xcos５x－５sin３xsin５x．

如先将y 做恒等交换:y＝
１
２

(sin８x－sin２x),则
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y′＝ １
２

(sin８x－sin２x)é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú′＝

１
２

(８cos８x－２cos２x)

＝４cos８x－cos２x．

可将两种答案化为相等,留给读者来做．
(２)y′＝[(３e)x]′＝(３e)xln(３e)＝(３e)x(１＋ln３)．

(３)y′＝
１

x２(１＋x２)
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú′＝

１＋x２－x２

x２(１＋x２)
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú′＝

１
x２－

１
１＋x２

æ

è
ç

ö

ø
÷′＝－

２
x３＋

２x
(１＋x２)２

＝－
２(１＋２x２)
x３(１＋x２)２．

若直接求导数,则

y′＝
－[x２(１＋x２)]′
[x２(１＋x２)]２ ＝

－[２x(１＋x２)＋２x３]
x４(１＋x２)２ ＝－

２(１＋２x２)
x３(１＋x２)２．

(４)y′＝[ln(x＋ １＋x２)]′＝
１

x＋ １＋x２
 １＋

x
１＋x２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝

１
１＋x２

．

(５)y′＝(x x x )′＝(x
７
８ )′＝

７
８x－

１
８ ．

(６)y′＝ tan
x
２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷′＝

１
２

１

tan
x
２

 １

cos２ x
２

１
２＝

１
４


cos

x
２

sin
x
２

 １

cos２ x
２

＝
１
４


２cos２ x

２

２sin
x
２cos

x
２

 １

cos２ x
２

＝
２ cos

x
２

４ sinxcos２ x
２

＝
２

４ sinx cos
x
２

．

在求函数的导数时,要求熟练掌握并记住基本初等函数的求导公式和掌握导数的四则运算法则,

以及复合函数的求导法则．复合函数的求导法则,既是重点又是难点,其关键在于正确分析已知的复合

函数是由哪些中间变量复合而成．

例 １７　求下列函数的导数:

(１)f(x)＝ex ;　　　(２)f(x)＝coslnx．

解　(１)f′(x)＝ex (x)′＝ex １
２ x

＝
ex

２ x
．

(２)f′(x)＝－sin(lnx)(lnx)′＝－
１
xsin(lnx)．

例 １８　求f(x)＝(１＋x)１
x 在x＝１处的导数．

解　f′(x)＝[e
１
xln(１＋x)]′＝(１＋x)１

x
１

x(１＋x)－
ln(１＋x)

x２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ,

故　f′(１)＝２× １
２－ln２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝１－２ln２．



Q 1 � ��������0C&	�0

３２　　　

例 １９　设曲线y＝xlnx,在该曲线上的点P(x０,y０)处的切线平行于直线y＝２x,求点P(x０,

y０)的坐标和切线方程．

解　由于点P(x０,y０)在曲线y＝xlnx 上,故y０＝x０lnx０,y′＝(xlnx)′＝１＋lnx,

　
　y′

x＝x０

＝１＋lnx０．

又曲线上的点P(x０,y０)处的切线平行于直线y＝２x,直线y＝２x的斜率k＝２,故曲线上点P(x０,

y０)处的切线斜率是２,即１＋lnx０＝２,解得x０＝e,相应地得y０＝x０lnx０＝elne＝e,故P(x０,y０)＝(e,e),

所求切线方程为

y－e＝２(x－e),即２x－y－e＝０．

例 ２０　设f(x)可导,求:

(１)[f３(x)]′;　　(２)[f(x３)]′;　　(３)f(lnx)
x

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú′;　　(４)[lnf(x３)]′．

解　(１)[f３(x)]′＝３f２(x)f′(x);

(２)[f(x３)]′＝３x２f′(x３);

(３)f(lnx)
x

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú′＝

f′(lnx)－f(lnx)
x２ ;

(４)[lnf(x３)]′＝
１

f(x３)f′(x３)３x２＝
３x２f′(x３)

f(x３) ．

例 ２１　求由方程xy＝ex＋y确定的函数y(x)的导数．

解１　两端对x 求导,注意y 是x 的函数,则

y＋xy′x＝ex＋y(１＋y′x),

化简得

y′x＝
y－ex＋y

－x＋ex＋y．

解２　利用微分形式不变性,得

ydx＋xdy＝ex＋y(dx＋dy),

化简即得

dy
dx＝

y－ex＋y

－x＋ex＋y．

解３　设F(x,y)＝xy－ex＋y ≡０,得dy
dx＝－

f′x(x,y)
f′y(x,y),其中f′x(x,y)和f′y(x,y)分别表示

F(x,y)对x 和y 的偏导数．

把y 看作常数,对x 求导,得f′x(x,y)＝y－ex＋y,把x 看作常数,对y 求导,得f′y(x,y)＝

x －ex＋y,

故
dy
dx＝－

f′x(x,y)
f′y(x,y)＝－

y－ex＋y

x－ex＋y ＝
y－ex＋y

－x＋ex＋y．


