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本书根据高等学校土木工程学科专业指导委员会最新颁布的《高等学校土木工程本科指
导性专业规范》（以下简称“专业规范”）以及教育部颁布实施的《普通高等学校本科专业目
录》中所规定的土木工程专业的培养目标、教育部审定的《结构力学课程教学基本要求》编
写而成。

本书凝聚了编者多年从事结构力学教学的经验和体会，在编写过程中特别注重应用型人
才培养的要求，力争符合目前大多数高校土木工程专业不同专业方向的结构力学课程的教学
和社会对人才的需求，并能充分体现“专业规范”的主要精神，便于学生学习。全书以工程
实际为背景，注重力学概念的建立，强化力学建模能力和解决工程实际问题能力的培养，力
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习之用。本书除有大量基础的例题和习题之外，还选用了一些难度较大的例题和习题，以供
有兴趣的读者或者考研究生参考。

本书可作为普通高等教育、成人高等教育、高等教育自学考试“土木工程”专业的教材，
也可供有关工程技术人员参考。

本书在编写过程中参阅了多本同类书籍，在此向原作者等一并表示感谢。
限于编者水平，书中存在不妥之处，希望教师和读者提出宝贵意见，以便今后改进。

编　者
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　１　
绪 论

本章介绍结构力学的研究对象和任务、结构的分类和研究方法；讨论结构的计
算简图的简化原则、结点和支座的简化方法；给出杆件结构的分类和荷载的分类。

本章要求学生熟悉结构力学的研究对象和任务。了解结构的计算简图的简化原
则及简化要点，能合理对支座和结点进行简化，并能针对具体情况进行具体分析，熟
练地画出物体的计算简图。了解杆件结构的分类、荷载的分类。



１１　结构力学的研究对象和任务

结构力学的研究
对象和任务

１１１　结构和结构的分类

在工程中，能承受和传递荷载并起到骨架作用的物体或体系被称为结构，
如工业与民用建筑中的桥梁体系、工业厂房、公路桥梁、铁路上的桥梁、立交桥
等。结构按几何特征可分为以下三类：
１．杆系结构
杆系结构是由若干个杆件相互联结而组成的结构。其几何特征是长度方向尺寸远大于其他

两个方向的尺寸。梁、刚架、拱和桁架等都是杆系结构。
２．板壳结构
板壳结构也称薄壁结构。其几何特征是厚度方向尺寸远小于其他两个方向的尺寸。房屋建

筑中的楼板、壳体屋盖，飞机和轮船的外壳等属于板壳结构。
３．实体结构
实体结构也称三维连续体结构。其几何特征是结构的长、宽、高三个方向的尺度大小相仿。

重力式挡土墙和水工建筑中的重力坝等属于实体结构。

１．１．２　结构力学的任务和研究方法

结构力学作为力学的一个分支，其研究对象甚广。本书仅限于研究由杆件所组成的平面体
系，即平面杆件结构。以此为研究对象的结构力学称为杆系结构力学，也称为经典结构力学。

结构力学是研究结构的合理形式以及结构在受力状态下内力、变形、动力反应和稳定性等
方面规律的学科。其研究的目的是使结构满足安全性、适用性和经济方面的要求。

结构力学的基本任务包括以下四个方面：
（１）研究结构组成规律与合理形式，保证结构组成合理，能够承担荷载并保持平衡。
（２）研究结构内力与变形的计算原理和计算方法———强度和刚度，也是本课程的重要

内容。
（３）研究结构的整体稳定和动力荷载作用下的计算原理和计算方法。
（４）了解各类结构的受力性能和特点，选取合理的结构类型，以利结构设计。
结构力学有各种计算方法，但都必须满足以下三个基本条件：
（１）力系的平衡条件。结构的整体或结构的一部分（如一部分杆件、杆件的一部分及杆件的

结点等）都应满足力系的平衡条件。
（２）变形连续条件。一方面是指结构的杆件发生各种变形后仍是连续的，没有重叠或缝隙；

另一方面指结构发生变形和位移后，仍应满足结构的支座和结点的约束条件。

２



（３）物理条件。即把结构的应力和应变通过物理方程联系起来，如轴向应力和轴向应变、剪
切应力和剪切应变、弯曲应力和弯曲应变之间都应满足相应的物理方程。

结构力学的计算问题分为静定和超静定两类：静定问题只需考虑平衡条件，而超静定问题
还需考虑变形连续条件和物理条件。

１２　结构的计算简图

１．２．１　简化原则

一个实际结构的受力情况往往是很复杂的，在计算时不可能采用实际结构，同时也是不必
要的，因而在结构力学的计算中一般采用一个简化的结构图形代替实际结构。这种简化了的结
构图形称为结构的计算简图，计算简图的选择原则如下：

（１）保留主要因素，使计算简图能反映实际结构的主要受力特征。因此，在选择计算简图以
前，应搞清结构杆件之间或杆件与基础之间实际连接构造，以保证计算的可靠性和必要的精
确性。

（２）略去次要因素，便于计算。结构的实际构造是很复杂的，必须分清主次，略去次要因素使
计算简图便于计算。

因此，选取计算简图是结构受力分析的基础，是非常重要的。

１．２．２　简化要点

１．结构体系的简化
杆系结构可分为平面杆系结构和空间杆系结构两大类。实际结构一般都是空间结构，各部

分相互连接成为一个空间整体，以承受各个方向可能出现的荷载。但在多数情况下，常可以忽略
一些次要的空间约束而将实际结构分解为平面结构，使计算得以简化。本书主要讨论平面结构
的计算问题。
２．杆件的简化
杆件的宽度、厚度通常比杆件长度小得多，因此，在计算简图中，杆件可用其轴线表示，杆件

之间的连接区用结点表示，杆长用结点间的距离表示，荷载的作用点也转移到轴线上。
３．结点的简化
结构中杆件与杆件之间的相互连接处称为结点。木结构、钢结构和混凝土结构的结点，具体

构造形式不尽相同，其结点的计算简图常可归纳为以下两种类型：
（１）铰结点。铰结点的机动特征是各杆之间不能相对移动，但可以绕铰结点做自由转动。受

力特征是能承受和传递力，但不能承受和传递力矩。如图１１（ａ）所示木屋架的结点，由于各杆
件之间是通过螺栓、耙钉连接的，无法阻止杆件间的微小转动，因此该结点应简化为铰结点。

３



（２）刚结点。刚结点的机动特征是各杆之间不能相对移动，也不能相对转动，即在刚结点处
各杆之间的夹角在变形前后保持不变。受力特征是既能承受和传递力，又能承受和传递力矩。如
图１１（ｂ）所示现浇钢筋混凝土框架的结点，由于梁、柱的钢筋是绑扎在一起的，又用混凝土一
次浇灌成型，杆件间是无法发生相对位移的，因此该结点可以简化成刚结点。

图１１　节点的简化

在同一结点上，部分刚结，部分铰结，称为组合节点，又称不完全铰结点或半铰结点。如图
１２所示犆节点为组合节点，其中杆犅犆与杆犆犉为刚结，杆犆犇与杆犅犉为铰结。

图１２　组合结点犆

支座的简化

４．支座的简化
结构与基础相联结的部分称为支座。结构所受的荷载通过支座传递给基

础和地基。支座对结构的反作用力称为支座反力。平面结构的支座形式主要有
以下四种类型：

（１）活动铰支座。如图１３（ａ）所示，活动铰支座的机动特征是杆端可以绕犃点转动，且可沿
以犅为圆心、犃犅为半径的圆弧微小移动，但不能有竖向移动。支座反力特征是没有反力矩，没有
水平支座反力，只有竖向支座反力。计算简图可以用一根垂直于支承面的链杆表示。

（２）固定铰支座。如图１３（ｂ）所示，固定铰支座的机动特征是杆端可以绕铰中心犃转动，不
能有水平方向和竖直方向移动。支座反力特征是没有反力矩，有水平方向和竖直方向支座反力。
这种支座的计算简图可用交于犃点的两根支承链杆来表示。

（３）固定支座。如图１３（ｃ）所示，固定支座的机动特征是杆端的水平方向移动、竖直方向移
动和转动都受到限制。支座反力特征是有水平方向、竖直方向支座反力和反力偶。

（４）定向支座。如图１３（ｄ）所示，定向支座的机动特征是杆端沿一个方向上的移动和转动
都受到限制，但允许结构在另一个方向上有滑动的自由。支座反力特征是有垂直于支承面的一
个反力和一个反力偶。计算简图可用垂直于支承面的两根平行链杆表示。

由以上结点和支座的机动特征和受力分析可以看出，约束的机动特征和受力分析是紧密相

４



应的。凡结点或支座沿某一方向的位移或运动受到约束，则结点或支座具有该方向的约束力（支
座反力）；凡结点或支座沿某一方向可以自由位移或运动，则它们沿该方向的约束力（支座反力）
为零。

图１３　支座的简化

５．材料性质的简化
在土木工程中结构所用的建筑材料通常为钢、混凝土、砖、石、木料等。在结构计算中，为了

简化，对组成各构件的材料一般都假设为连续的、均匀的、各向同性的、完全弹性或弹塑性的。
６．荷载的简化
结构承受的荷载可分为体积力和表面力两大类。体积力指的是结构的重力或惯性力等；表

面力则是由其他物体通过接触面传给结构的作用力，如土压力、车辆的轮压力等。在计算简图中
将杆件简化为轴线，因此无论是体积力还是表面力，都可以被简化为作用在杆件轴线上的力。荷
载按其分布情况可简化为集中荷载和分布荷载。

初学者应对一般结构计算简图的选取有初步的了解；重点应掌握结构杆件之间连接的结点
和杆件与基础连接的支座的计算简图。

１．２．３　结构计算简图示例

图１４（ａ）为一工业厂房结构示意图。该厂房是钢筋混凝土厂房，梁和柱都是预制的。柱子
下端插入基础的杯口内，然后用细石混凝土填实。梁与柱的连接是将梁端和柱顶的预埋钢板进
行焊接而实现的。在横向平面内柱与梁组成排架，如图１４（ｂ）所示，各个排架之间，在梁上有屋
面板连接，在柱的牛腿上有吊车梁连接。

该厂房是由许多排架用屋面板和吊车梁连接起来的空间结构，但各排架在纵向以一定的间
距有规律地排列着。作用于厂房上的荷载，如恒载、雪载和风载等一般是沿纵向均匀分布的，通
常可把这些荷载分配给每个排架，而将每一排架看作一个独立的体系，于是该厂房结构就由纵
向构件组成的空间结构简化为由一系列屋架、柱和基础组成的平面单元，如图１４（ｂ）所示。另
外，梁和柱都可用它们的几何轴线来代表，是因为梁和柱的截面尺寸比长度小得多，轴线都可近
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似地看作直线。另外梁和柱的连接只依靠预埋钢板焊接，梁端和柱顶之间虽不能发生相对移动，
但仍有发生微小相对转动的可能，因此可取为铰结点。柱底和基础之间如果填充细石混凝土或
者现浇则可以认为不能发生相对移动和相对转动，因此柱底可取为固定端。通过简化，该厂房可
采用图１４（ｃ）所示的计算简图，此类结构称为铰结排架，是单层工业厂房常用的一种结构形式。

从以上分析可知，简化采用了以下的做法：
（１）杆件的简化：屋架的杆件（梁和柱）用轴线表示。
（２）结点的简化：屋架杆件之间的结点简化为铰结点。
（３）支座的简化：柱子和基础之间简化为固定支座，屋架的两端通过钢板焊接在柱上，可将

其端点分别简化为铰支座和滚轴支座。
（４）结构体系的简化：将空间结构体系简化为平面结构体系。
（５）荷载的简化：屋面荷载通过屋面板的４个角点以集中力的形式作用在屋架弦上。

图１４　单层工业厂房结构形式

结构计算简图的选择十分重要，又很复杂；需要选择者有较多的实际经验，并善于判断各种
不同因素的相对重要性。对一些新型结构，往往要通过多次的实验和实践，才能获得比较合理的
计算简图；但对常用的结构形式，已有前人积累的经验，可以直接取其常用的计算简图。所以，选
择结构计算简图的能力是在本课程、后继结构课程以及长期工程实践中逐步形成的。

１３　杆件结构的分类和荷载的分类

１．３．１　杆件结构的分类

杆件结构的分类１．按组成特点和受力特点分类
（１）梁。梁的组成特点是轴线通常为直线。受力特点是在竖向荷载下无水平支座反力，内力

有弯矩、剪力。梁可以是单跨的，也可以是多跨的，如图１５（ａ）所示。
（２）拱。拱的组成特点是轴线为曲线。受力特点是在竖向荷载下有水平支座反力，从而可以

减小拱截面上的弯矩。内力有弯矩、剪力及轴力，如图１５（ｂ）所示。
（３）刚架。刚架的组成特点是由梁、柱等直杆组成，结构中包含刚结点。受力特点是内力有弯

矩、剪力、轴力，以弯矩为主，如图１５（ｃ）所示。
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（４）桁架。桁架的组成特点是由直链杆用铰结点连接而成。受力特点是荷载作用于结点时，
各杆只受轴力，如图１５（ｄ）所示。

（５）组合结构。组合结构的组成特点是由梁式杆和链杆组成。受力特点是梁式杆有弯矩、剪
力、轴力，链杆只受轴力，如图１５（ｅ）所示。

图１５　杆件结构的类型

２．按计算特点分类
（１）静定结构：用静力平衡条件可以唯一确定全部支座反力和内力，如图１６所示。
（２）超静定结构：不能由静力平衡条件确定全部支座反力和内力，如图１７所示。

图１６　静定结构

　　

图１７　超静定结构

３．按杆件和荷载在空间位置分类
（１）平面结构：各杆件的轴线和荷载都在同一平面内，如图１８所示。
（２）空间结构：各杆件的轴线和荷载其中之一不在同一平面内，如图１９所示。
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图１８　平面结构

　　

图１９　空间结构

１．３．２　荷载的分类

荷载是主动作用于结构的外力。
（１）根据作用时间的永久、暂时，可分为以下几类。
１）恒载（不变荷载）：恒载是永久作用于结构上的荷载，如结构自重、固定设备质量。
２）活载（可变荷载）：活载是暂时作用在结构上的荷载，又分为可动荷载和移动荷载。可动荷

载能作用于结构上的任意位置，如人群、雪载、风载；移动荷载互相平行、间距不变，能在结构上
移动，如列车荷载、吊车荷载。

（２）根据荷载作用的位置是否变化，可分为以下几类。
１）固定荷载：固定荷载是作用位置不变的荷载，如恒荷载以及风雪等部分活荷载。
２）移动荷载：移动荷载是作用位置变化的荷载，如汽车、火车、吊车等荷载。
（３）根据荷载作用的性质，可分为以下几类。
１）静力荷载：荷载的大小、方向和位置不随时间变化的荷载（包括只考虑位置改变、不考虑

动力效应的荷载），对结构不产生显著的振动，如恒载等。
２）动力荷载：荷载随时间迅速变化的荷载，对结构产生显著的振动。如机械转动时的荷载、

地震作用、冲击波等。
除荷载外，还有其他一些因素也可以使结构产生内力或位移，如温度变化，支座沉陷，制造

误差，材料收缩以及松弛、徐变等。这些因素也可视为广义荷载。
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　２　
几何组成分析

本章主要研究平面杆系结构几何组成，即解决怎样组成的杆系才能承受荷载这
个基本问题。杆系结构由若干杆件与地基以链杆、铰或刚结点连接而成，杆件的组成
形式不仅决定其是否能承担荷载，也将影响其力学性能和分析方法。本章通过介绍
杆系结构自由度的概念和基本组成规则，使学生在进行结构体系受力、变形分析之
前，了解平面杆系结构几何组成分析的目的、方法和步骤。

本章重点：掌握几何不变体、几何可变体、自由度、约束、瞬铰、必要约束、多余约
束、静定结构和超静定结构等基本概念；理解无多余约束几何不变平面杆件体系的
基本组成规律；熟练运用组成规律完成各种复杂杆件体系的几何组成分析。



２．１　概　述

实际工程结构中，杆件结构一般是由若干根杆件通过结点间的连接及与支座的连接组成
的。结构是用来承受荷载的，首先必须保证结构的几何构造是合理的，即它本身应该是稳固的，
可以保持其几何形状的稳定。一个几何不稳固的结构是不能承受荷载的，如图２１（ｂ）所示体
系，由于内部的组成不健全，即使受到很小的扰动，结构也会产生较大的形状改变。

图２１　几何不变体系和几何可变体系

平面杆系结构几何组成分析的目的在于：判断结构有无保持自身形状和位置的能力；研究
几何不变体系的组成规律；为区分静定结构和超静定结构及进行结构内力分析打下必要的
基础。

２．１．１　几何不变体系和几何可变体系

杆件结构在任意荷载作用下，若不计其材料应变，体系的几何形状和位置保持不变，则称之
为几何不变体系，如图２１（ａ）所示。反之，称为几何可变体系，如图２１（ｂ）所示。

显然，只有几何不变体系可作为结构，而几何可变体系是不可以作为结构的。因此在选择或
组成一个结构时必须掌握几何不变体系的组成规律。

自由度Ｓ

２．１．２　自由度犛
判断一个体系是否可变，涉及体系运动自由度的问题。物体或体系运动

时，可以独立改变的几何参量的个数，称为该物体或体系的自由度。换句话说，
一个物体或体系的自由度就是它运动过程中可以独立改变的坐标个数。

（１）点的自由度。点在平面内有两种独立运动的方式，其自由度犛＝２，即图２２（ａ）中所示
点的独立运动参量（狓，狔）。

（２）刚片的自由度。刚片是平面中几何形状不变的部分。因在讨论体系的几何组成时不考
虑材料的应变，因此平面内一根梁、一根柱、一根链杆，甚至体系中已被确定的几何不变部分，均
可看作一个刚片。
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图２２（ｂ）为平面内一个刚片。刚片在平面内有三种独立运动的方式，其自由度犛＝３，即图
２２（ｂ）中所示刚片的独立运动参量（狓，狔，β）。

图２２　平面体系的自由度

２．１．３　约束

约束指限制物体或体系运动的各种装置，分外部约束（体系与基础之间的联系，即支座）和
内部约束（体系内部各杆件或结点之间的联系）两种。体系的自由度会因加入限制运动的装置而
减少，因此约束即为减少体系运动自由度的装置。常见的约束装置有以下几种类型。

（１）链杆。平面中的一个链杆可减少一个自由度，相当于一个约束，如图２３所示。

图２３　链杆约束

（２）单铰。一个单铰，可以减少两个自由度，相当于两个约束，如图２４所示。

图２４　单铰约束

（３）复铰。复铰为连接两个及两个以上刚片的铰，如图２５所示。连接狀个刚片的复铰，相当
于狀－１个单铰。

图２５　复铰约束
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（４）单刚结点。一个单刚结点能减少３个自由度，相当于３个约束，如图２６（ａ）所示。

图２６　刚结点

（５）复刚结点。复刚结点是指连接两个以上刚片的刚结点，如图２６（ｂ）所示。连接狀个刚片
的复刚结点，相当于狀－１个单刚结点。

２．１．４　必要约束和多余约束

保证体系几何不变所需的最少的、合理的约束称为必要约束；相反除必要约束以外的约束
就称为多余约束。多余约束的存在不减少体系的自由度。

２．１．５　瞬变体系

瞬变体系指原来为几何可变的体系，经微小位移后又成为几何不变的体系。如图２７所示，
两个刚片用３根互相平行但不等长的链杆连接，为几何可变体系。但当刚片Ⅰ相对刚片Ⅱ发生
一个微小的位移Δ后，由于β１≠β２≠β３β１＝Δ犔１，β２＝

Δ
犔２，β３＝

Δ
犔（ ）３，三根链杆不再平行或交于

一点。也就是说当两个刚片发生了微小的相对运动后，体系成为几何不变体系，这样的体系称为
瞬变体系。

图２７　瞬变体系
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２．２　体系的计算自由度

计算自由度的概念

２．２．１　计算自由度的概念

为了能对结构体系的几何组成分析进行量化，引入计算自由度狑的概念。
在给出计算自由度犠的定义前，先给出自由度犛的算法。假设结构体系中约束都不存在，各构件
的自由度总和为犪；再确定结构体系的必要约束个数为犮，则结构体系的自由度

犛＝犪－犮 （２１）
在使用式（２１）前必须区分必要约束和多余约束，这往往很困难。为了回避这个困难，构造

一个新的参数，即计算自由度犠。
犠＝犪－犱 （２２）

式中，犱为体系中全部约束个数。
引进计算自由度犠避免了研究哪些约束是多余约束的难题。
由于多余约束和必要约束犮之和即为全部约束犱，所以有：

犛－犠＝犱－犮＝犿 （２３）
式中，犿为体系中多余约束的个数。

式（２３）描述了计算自由度犠、自由度犛和多余约束数犿三者之间的关系。
由式（２２）、式（２３）可以得到关于计算自由度犠求解的两种具体过程。
１．将结构体系看作由刚片和约束组成
以刚片为体系中的运动主体，狆表示体系中刚片的个数，则刚片的总自由度为３狆。以犵代表

单刚结点的个数（复约束应事先拆成单约束），犺代表单铰结点个数，犫代表单链杆个数（计入支
承链杆），则总的约束个数为３犵＋２犺＋犫。体系的计算自由度

犠＝３狆－（３犵＋２犺＋犫） （２４）
２．将体系看作由结点受链杆的约束组成（全铰接体系）
以犼代表结点个数，犫代表单链杆个数（计入支承链杆），则体系的计算自由度

犠＝２犼－犫 （２５）
由式（２４）、式（２５）算出的犠值可能为正、负或零。因此，根据计算得出的犠值还不能确定

自由度犛和多余约束犿的确切值，但可以得出它们的差值犛－犿＝犠，从而得出定性结论，见表
２１。

表２１　计算自由度与几何组成性质的关系

犠的数值 几何组成性质
犠＞０ 体系是几何可变的
犠＝０ 若无多余约束则为几何不变；如有多余约束则为几何可变
犠＜０ 体系有多余约束且犿＝－犠。若体系为几何不变的，则为超静定结构
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　　犠≤０结构体系不一定几何不变，因为尽管约束数目足够多甚至还有多余，但若布置不当，
则仍可能是可变的。因此，犠≤０只是几何不变体系的必要条件，还不是充分条件。

如图２８（ａ）、图２８（ｂ）、图２８（ｃ）所示为犠＝０情况；图２８（ｄ）、图２８（ｅ）、图２８（ｆ）所示
为犠＝－１情况，除图２８（ａ）、图２８（ｄ）外，其他均为几何可变体系。

图２８　犠≤０情况示例

２．２．２　算例

例２１　计算如图２９所示体系的计算自由度。

图２９　例２１图

【解】如图２９所示，犃犌、犌犎、犇犈、犎犈、犅犈、犈犉、犉犆可以分别看作刚片，所以体系的刚片数
犿＝７，单刚结点数犵＝０，７个刚片之间全部由铰结相连，除结点犈为复铰，相当于３个单铰外，
其余结点犇、犉、犌和犎都是单铰，故犺＝７。３个固定铰支座，相当于６根链杆，犫＝６。因此，由式
（２５）可得：

犠＝３犿－（３犵＋２犺＋犫）＝３×７－（３×０＋２×７＋６）＝１
表明此体系具有一个自由度，为几何可变体系。
例２２　计算图２１０（ａ）所示体系的计算自由度。
【解】把图２１０（ａ）所示体系的全部支座去掉以后，剩下的是一个内部有多余约束的刚片。

如果再在截面犌处切开，这样才变为无多余约束的刚片，如图２１０（ｂ）所示。按式（２４）计算，刚
片数犿＝１，链杆数犫＝４＋６，铰结点数犺＝０，犌处的单刚结点数犵＝１，因此：

犠＝３犿－（３犵＋２犺＋犫）＝３×１－（３×犾＋２×０＋１０）＝－１０
由于该体系为几何不变的，其自由度犛为零，因此由式（２３）可以求出多余约束数

狀＝犛－犠＝０－（－１０）＝１０
该结构为具有１０个多余约束的几何不变体系。
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图２１０　例２２图

例２３　计算图２１１所示体系的计算自由度。
【解】在该体系中，犇、犈两处除了应该算作结点外，同时还要考虑它们都是固定铰支座。因

此，体系的结点总数犼＝５，链杆数为４，支座链杆数为６，故单链杆总数犫＝１０，故由上式可得：
犠＝２犼－犫＝２×５－１０＝０

表明此体系的计算自由度等于零。此体系显然为几何不变体系，可知自由度犛＝０。所以多
余约束狀＝犛－犠＝０。

图２１１　例２３图

显然，除这两种算法外，还可以采用混合法。这时，计算公式为：
犠＝（３狆＋２犼）－（３犵＋２犺＋犫）

例２４　计算图２１２（ａ）所示体系的计算自由度。

图２１２　例２４图

【解】在该体系中，我们把犃犈犅部分看作刚片系，杆犃犈和犅犈分别为刚片Ⅰ和刚片Ⅱ，余
下部分作为结点系，有两个结点，结点１和结点２，如图２１２（ｂ）所示。则犿＝２，犼＝２，没有刚结
点，所以犵＝０。铰犈为单铰，犺＝１。结点系中有８根单链杆，犫＝８。故由混合法公式可得：

犠＝（３犿＋２犼）－（３犵＋２犺＋犫）＝（３×２＋２×２）－（３×０＋２×１＋８）＝０
可知，体系的计算自由度为零。
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２．３　平面几何不变体系的基本组成规则

上述关于计算自由度的讨论，无法明确给出结构体系是否几何不变的结论。因此，本节讨论
无多余约束的几何不变体系的基本组成规则，这是几何组成分析的基础。

２．３．１　基本组成规则

１．一个点与单个刚片之间的连接方式
规律一　一个刚片与一个点以两根链杆相连，且３个铰不在一条直线上，则组成几何不变

体系，并且没有多余约束（图２１３）。
将图２１４所示的部分称为二元体，则规律一也可以表述为“在一个刚片上加上１个二元体，

仍为无多余约束的几何不变体系”或“在结构体系中加上或去掉１个二元体，不改变原结构体系
的几何组成性质”，这一规律称为二元体法则。

利用二元体法则，可以组成所需的几何不变体系，如图２１５所示。

图２１３　点与刚片连接
　　　

图２１４　二元体
　　　

图２１５　几何不变体系

２．两个刚片之间的连接方式
在图２１３中，若将其中一根链杆看作刚片，则结构体系如图２１６所示。这时二者在几何组

成性质上是等价的，即图２１６所示结构也为无多余约束的几何不变体系。于是，我们可以得到
以下规律：

规律二　两个刚片用一个铰和一根链杆相连接，且３个铰不在一条直线上，则组成几何不
变体系，并且无多余约束。这一规律称为两刚片法则。

前面说过：一根链杆相当于一个约束，一个单铰相当于两个约束，因此一个单铰可以用两根
链杆来代替。于是，图２１６与图２１７的结构在几何组成性质上是等价的。因此，两刚片法则又可
以描述如下：

规律三　两刚片用３根不全平行也不交于同一点的链杆相连，则组成几何不变体系，并且
无多余约束。
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图２１６　两刚片法则
　　

图２１７　两刚片法则

３．三个刚片之间的连接方式
在图２１３中，若将结构中的两根链杆均被看作刚片，如图２１８所示，这样的结构体系依然

为无多余约束的几何不变体系。于是可以得到以下规律：

图２１８　三刚片法则

规律四　三个刚片用３个单铰两两相连，且３个单铰不在一条直线上，则组成几何不变体
系，并且无多余约束。这一规律称为三刚片法则。

以上四条规律，实际上可以归纳为一个基本规律———三角形规则，即一个铰结三角形，如
果三个铰不共线，则其形状不变且没有多余约束。

瞬变体系

２．３．２　瞬变体系

当上述四条规律中的部分条件不能成立则结构体系几何可变，在几何可
变体系中还存在瞬变体系。

（１）两个刚片用３根互相平行的链杆相连。
若３根链杆不等长，如图２７所示，由２．１节中的内容可知其为瞬变体系。若连接两刚片的３

根链杆既互相平行又等长，则体系是可变的，如图２１９所示。

图２１９　几何可变体系
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（２）两个刚片用３根链杆连接，三根链杆（或其延长线）交于一点。
图２２０中３根链杆的延长线交于点“犗”，两刚片在瞬间就会发生绕点“犗”的相对转动，但是

在短暂的运动发生以后，３根链杆的延长线不再交于一点，体系成为几何不变。这样的体系为瞬
变体系，“犗”称为虚铰或瞬铰。若３根链杆直接交于点“犗”，如图２２１所示，则形成常变体系，此
时“犗”称为实铰。

图２２０　瞬变体系
　　　　　

图２２１　常变体系

（３）三刚片用３个在一条直线上的单铰两两连接。
图２２２中，两刚片（Ⅰ、Ⅱ）在点犆可沿公共切线有共同的微小运动趋势，但运动发生以后，

３个铰不再共线，体系成为几何不变体系，这一结构为瞬变体系。

图２２２　瞬变体系

（４）三刚片用３对链杆连接。
１）一对平行链杆（一个无穷远虚铰）。图２２３（ａ）中，两虚铰（犗１、犗２）的连线与组成无穷远虚

铰（犗３）的两根链杆平行，体系是瞬变的。若两虚铰变成两实铰，如图２２３（ｂ）所示，且连线与组
成无穷远虚铰的链杆平行，体系也是瞬变的。仅当两铰（实铰或虚铰）的连线与组成无穷远虚铰
的链杆不平行时，体系为几何不变的。

图２２３　一对平行链杆
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２）两对平行链杆。组成无穷远虚铰的两对链杆互相平行不等长，体系是瞬变的，如图
２２４（ａ）所示。组成无穷远虚铰的两对链杆互相不平行，体系是几何不变的，如图２２４（ｂ）所示。
若组成无穷远虚铰的两对链杆互相平行且等长，结构为常变体系。

图２２４　两对平行链杆

３）三对平行链杆。图２２５所示结构中，结构中３个瞬铰由３对两两平行的链杆形成，相当于
三个无穷远虚铰在无穷远处交于一点，所形成的结构体系为瞬变的。

图２２５　三对平行链杆

瞬变体系在经过微小位移后即成为几何不变体系，但瞬变体系不能作为结构使用，这是由
瞬变体系的受力特征决定的。如图２２６所示结构为一瞬变体系经过微小的位移β后，成为几何
不变体系。

图２２６　瞬变体系

以犅结点为隔离体，研究其静力平衡条件，有：
犢＝０　　２犖犃犅ｓｉｎβ＝犘

得到：
犖犃犅＝犘

２ｓｉｎβ
若β很小，犖犃犅就趋向无穷大，即便在微小位移的情况下，结构也会产生无穷大内力，由此可

以看出，瞬变体系是不能作为结构使用的。

１９



２．３．３　几何组成与结构的静定特性

实际工程中的结构体系，其几何组成必须是几何不变的。几何不变体系又可分为无多余约
束的和有多余约束的体系。有多余约束几何不变体系中，约束数量除了满足结构几何不变性的
要求外，尚有多余的。

无多余约束的几何不变体系，结构的全部支座反力和内力都可由静力平衡条件求得，且为
唯一解，这类结构称为静定结构。

有多余约束的几何不变体系，由于多余约束的存在，结构中的未知力的个数超过了静力平
衡方程的个数，所以此类结构的反力和内力不能由静力平衡条件全部求出，必须补充其他条件
（比如补充变形协调条件）才能求出所有反力和内力，这类结构称为超静定结构。

２．４　平面体系几何组成分析示例

利用平面杆系结构几何组成的基本规则，可以形成各种各样的几何不变体系，也可对已有
的结构体系进行几何组成分析。

组装几何不变体系

２．４．１　组装几何不变体系

（１）从基础出发进行组装。将基础作为一个刚片，运用各条规律将基础和
上部构件组装成一个不变体系。

以图２２７（ａ）为例，基础为几何不变部分，可把它看作刚片，在此基础上依次添加二元体。
由二元体法则，该体系为无多余约束的几何不变体系。

图２２７（ｂ）中，也可将基础看作刚片（包含固定铰支座），在此基础上增加两个二元体，体系
为无多余约束的几何不变体系。

图２２７　从基础开始组装几何不变体系
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（２）从结构某一几何不变的部分出发进行组装。先运用基本规则将上部结构组装成一个几
何不变体系，然后以规律３将其与基础相连。

如图２２８所示，上部体系可看作在一个铰接三角形犇犅犆上依次增加二元体组成，其可看作
一个大刚片，再将上部刚片与基础用一个固定铰支座（ａ）和一个活动铰支座（ｂ）相连，由两刚片
规则知，该体系为无多余约束的几何不变体系。

图２２８　从上部结构开始组装几何不变体系

２．４．２　几何组成分析示例

例２５　试分析图２２９所示体系的几何组成。
分析：由于犃犉犌部分由基础简支，所以可只分析犃犉犌部分。去掉二元体犅犃犆只分析犅犉犌犆

部分。把三角形犅犇犉、犆犈犌分别看作刚片Ⅰ和Ⅱ，刚片Ⅰ和Ⅱ由三根平行的链杆相连，因而整
个体系为瞬变体系。

图２２９　例２５图

例２６　试分析如图２３０（ａ）所示体系的几何组成。
分析：先去掉基础，再去掉二元体犆犃犈、犆犅犇，并不改变原结构体系的几何组成性质，剩下

如图２３０（ｂ）所示部分，外边三角形犆犇犈和里边的小三角形犌犎犉通过链杆１、２、３相连，三根链
杆不平行也不相交于一点，所以原体系是无多余约束的几何不变体系。

图２３０　例２６图
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例２７　试分析如图２３１所示体系的几何组成。

图２３１　例２７图

分析：分别将图中构件犃犈犆、犅犉犇和基础视为刚片Ⅰ、Ⅱ、Ⅲ，刚片Ⅰ和Ⅲ以铰犃相连，
刚片Ⅱ和Ⅲ以铰犅相连，刚片Ⅰ和Ⅱ由链杆犆犇和犈犉相连，两杆的交点犗相当于一个虚
铰，如图２３１所示。连接三刚片的三个铰犃、犅、犗不在一直线上，该体系是几何不变体系，且无
多余约束。

例２８　试分析图２３２所示体系的几何组成。

图２３２　例２８图

分析：将图中犃犆犇犈视为刚片Ⅰ，将犈犉犅视为刚片Ⅱ，刚片Ⅰ和Ⅱ用铰犈和链杆犇犉相连，满
足两刚片规则，所以刚片Ⅰ、Ⅱ形成扩大刚片犃犆犇犈犉犅，这个扩大刚片又和基础通过犃、犅两个支座
的三根既不都平行又不交于一点的链杆连接，故整个体系为无多余约束的几何不变体系。

例２９　试分析图２３３所示体系的几何组成。

图２３３　例２９图

分析：三角形犃犅犇基础上增加二元体犃犆犇得到大刚片，再与基础通过犃和犅处三根不平
行也不交于一点的链杆相连得到扩大刚片，再增加二元体固定点犈形成刚片Ⅱ。三角形犎犌犉基
础上增加二元体犌犐犎形成刚片Ⅰ。刚片Ⅰ和刚片Ⅱ通过三根不平行也不交于一点，链杆犌犐、
犈犎和支杆犉相连组成无多余约束的几何不变体系。
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例２１０　试分析如图２３４所示体系的几何组成。
分析：将三角形犃犈犆视为刚片Ⅰ，将杆犅犇视为刚片Ⅱ，将地基视为刚片Ⅲ，刚片Ⅰ与刚片Ⅱ以

无穷远虚铰犗Ⅰ，Ⅱ相连，刚片Ⅱ与刚片Ⅲ以无穷远虚铰犗Ⅱ，Ⅲ相连，刚片Ⅲ与刚片Ⅰ以铰犈相连，组成
两个无穷远铰的两对平行链杆互不平行，因此所示体系为几何不变体系，无多余约束。

图２３４　例２１０图

例２１１　试分析如图２３５（ａ）所示体系的几何组成。

图２３５　例２１１图

分析：假设局部不变体系犃犇犈为刚片Ⅰ，然后通过铰犃、犇，很自然就会把局部不变体系犅犇犉
和基础作为刚片Ⅱ和Ⅲ，如图２３５（ｂ）所示。可是根据这样的考虑，接下来的分析就有困难了：直接
连接刚片Ⅱ和Ⅲ的只有一根支座链杆犅，而支座链杆犆、链杆犆犉、链杆犆犈均未能直接用上。显然，
这种划分刚片的方式，不能直接套用不变体系的组成规律，需要采用其他的划分方法。

如图２３５（ｃ）所示，先假设局部不变体系犅犇犉为刚片Ⅰ。由于结点犃是固定铰支座，故可
将其看作基础上的点。与刚片Ⅰ连接的共有四根链杆，其中链杆犇犈和链杆犉犆与杆件犈犆相
连，而链杆犃犇和支座链杆犅与基础相连。因此，把杆件犈犆和基础分别看作刚片Ⅱ和刚片Ⅲ。
还能发现，刚片Ⅱ和刚片Ⅲ之间也有两根链杆（链杆犃犈、支座链杆犆）相连。这样，三个刚片两
两之间各有两根链杆相连，相应的三个虚铰不在一条直线上，符合三刚片规则，故体系为几何不
变体系，且没有多余约束。

由以上的例题分析可见：对于固定铰支座和直接连接于基础上的几何不变部分，均可划入
基础刚片的范围；单链杆支座不能归为基础刚片；在确定刚片时，应考虑到两两之间应有足够的
直接联系；在分析过程中，链杆与刚片之间常可按解题需要相互替换。同一结构体系，可从不同
的角度或采用不同的刚片分析其几何构造，所得的结论是相同的。
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最后，值得一提的是，两刚片和三刚片组成规则是几何不变体系最基本也是最常用的组成
规则。但对于一些几何构造比较复杂的体系，不能按上述规则进行分析。有关这类结构的几何构
造分析可采用零载法完成。

复习思考题

２１　计算题２１图所示各体系的自由度。

题２１图

２２　分析题２２图所示体系的几何组成。

题２２图２４



２３　分析题２３图～题２２２图所示体系的几何组成。

题２３图
　　

题２４图

题２５图
　　

题２６图

题２７图
　　

题２８图

题２９图
　　

题２１０图

题２１１图
　　

题２１２图
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题２１３图
　　

题２１４图

题２１５图
　　

题２１６图

题２１７图
　　

题２１８图

题２１９图
　　

题２２０图

题２２１图
　　

题２２２图
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　３　
静定结构的内力计算

本章以平面力系的平衡原理为基础，讨论几种典型静定杆系结构（梁、刚架、桁
架、拱）受力分析问题。主要研究隔离体的选取方式、平衡方程的列取、荷载和内力的
关系，从而确定各类结构由荷载所引起的内力计算和内力图形的绘制。

本章内容包括静定平面梁、静定平面刚架、静定平面桁架、拱、组合结构的支座
反力和内力的计算、内力图的绘制、各种结构受力性能的分析。通过本章学习掌握内
力（轴力、弯矩和剪力）的概念及其正负规定；灵活运用结点法、截面法和内力与荷载
之间的微分关系计算静定结构的支座反力和各截面内力并绘制内力图；理解不同结
构的受力特性。



３．１　静定梁

静定梁内力在材料力学等课程上已有研究，本节在此基础之上讨论问题的深度和广度有所
提高。

３．１．１　静定结构内力计算概述

杆件结构内力计算的基本方法是截面法———将杆件沿拟求内力截面截开，取截面任一侧
部分为隔离体，利用平衡条件计算所求内力。

杆件截面上有三个内力分量，分别为轴力犉犖、剪力犉犙和弯矩犕，由截面法的运算可知：
（１）轴力犉犖等于截面一侧所有外力（包括荷载和反力）沿截面法线方向的投影代数和。
（２）剪力犉犙等于截面一侧所有外力沿截面切线方向的投影代数和。
（３）弯矩犕等于截面一侧所有外力对截面形心的力矩的代数和。
对于直梁，当所有外力均垂直于梁轴线时，横截面上只有剪力和弯矩，没有轴力。
用截面法绘制隔离体受力图时，应注意以下几点：
（１）截取的隔离体与其周围相连接的约束要全部截断，以相应的约束反力代替。
（２）作用于隔离体上的力有两类：一类是荷载，另一类是被截断约束处的约束反力。
（３）待求截面处的未知内力，先假定为正向，已知力按实际方向画出。未知内力计算所得到

的正负号就是实际的正负号。
内力正负号规定：轴力犉犖以拉为正；剪力犉犙以绕隔离体顺时针转者为正；弯矩犕通常不设

正负，对于水平直杆，当弯矩使杆件下部受拉时为正值。
结构的内力图中，轴力图和剪力图要注明正负号；弯矩图的纵坐标画在杆件纤维受拉的一

边，不注明正负号。

３．１．２　内力与荷载集度的微分关系

连续梁内力计算中，以狓表示梁中某一截面的位置，则此截面上的三个内力分量均为狓函
数，称之为内力函数，据此作出的图形就是内力图。

在荷载连续分布的直杆段内，取微段ｄ狓为隔离体，如图３１所示。由平衡条件可得微分关系
式（３１）。

图３１　微段隔离体
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ｄ犉犙
ｄ狓＝－狇（狓）
ｄ犕
ｄ狓＝犉犙
ｄ２犕
ｄ狓２＝－狇（狓

烍

烌

烎）

　　 （３１）

一般情况下，按照分布于梁上的荷载可将其划分为：无荷载区（狇＝０）、均布荷载（狇为常量）
区段、线性分布荷载（狇为狓的一次函数）区段。根据式（３１）的微分关系，对于不同荷载区段剪力
图和弯矩图有如下规律。

（１）当狇（狓）＝０时，该梁段内各横截面上剪力图为平行于狓轴的直线；弯矩犕（狓）是狓的一
次函数，弯矩图必为斜直线；

（２）当狇（狓）＝常数≠０时，该梁段内各横截面上的剪力犉犙（狓）为狓的一次函数，剪力图必
为斜直线；弯矩犕（狓）是狓的二次函数，弯矩图必为二次抛物线。

（３）当狇（狓）为一次函数时，该梁段内各横截面上的剪力犉犙（狓）为狓的二次函数，剪力图为
二次抛物线；弯矩犕（狓）是狓的三次函数，弯矩图为三次曲线。

集中荷载作用点、集中力矩作用点以及分布荷载的两端，是荷载分布的间断点，在这些点
处，内力图的形状会发生一定的改变，这些点称为内力特征点。

集中荷载作用点处，剪力图发生突变，弯矩图发生转折；集中力矩作用点处，弯矩图发生转
折，剪力图无变化；分布荷载的两端处，弯矩图的直线段与曲线段相切。

３．１．３　内力与荷载集度的积分关系

从直杆中取出荷载连续分布的梁段犃犅，如图３２所示，由式（３１）积分可得：

图３２　梁段犃犅受力

∫犫犪ｄ犉犙（狓）＝∫犫犪－狇（狓）ｄ狓
可写为

犉犙犅－犉犙犃＝∫犫犪－狇（狓）ｄ狓
犉犙犅＝犉犙犃－∫犫犪狇（狓）ｄ狓 （３２）

式中，犉犙犃，犉犙犅分别表示两端横截面（狓＝犪和狓＝犫）处的剪力。
式（３２）表明，犅端的剪力等于犃端的剪力减去该段荷载图的面积。
同理，由式（３１）可以得出：

犕犅＝犕犃＋∫犫犪ｄ犉犙（狓） （３３）
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式中，犕犃，犕犅分别表示两端横截面（狓＝犪和狓＝犫）处的弯矩。
式（３３）表明，犅端弯矩等于犃端的弯矩加上此段剪力图的面积。

分段叠加法绘制弯矩图３．１．４　分段叠加法绘制弯矩图

绘制梁式直杆弯矩图形时，可依内力特征点将杆件分段，在每一区段上利用叠加法绘出弯
矩（犕）图。利用弯矩图的叠加可使绘制工作简化，易于工程计算。叠加法的原理和步骤如下。

首先，讨论简支梁的弯矩图的绘制，以图３３（ａ）所示为例。简支梁上作用的荷载包括两部
分：跨间均布荷载狇和端部集中力偶荷载犕犃和犕犅。当端部集中力偶荷载单独作用时，梁的弯矩
图为一直线，如图３３（ｃ）所示；当跨间均布荷载狇单独作用时，梁的弯矩图为一条二次抛物线，
如图３３（ｄ）所示，两者共同作用时，梁的弯矩图如图３３（ｅ）所示，它是图３３（ｃ）和图３３（ｄ）两
个图形，采用纵坐标叠加的方式获得的新的弯矩图。

弯矩图的叠加，是纵坐标的叠加而不是图形的简单拼合。即图３３（ｅ）中，纵坐标犕狇与犕犉

一样，垂直于杆轴线犃犅，而不是垂直于图中虚线。弯矩图中三个纵标犕（狓）、犕犉（狓）、犕狇（狓）之间
的叠加关系为：

犕＝犕犉（狓）＋犕犵（狓）
式中，犕（狓）为狓截面处弯矩值；犕犉（狓）为端部集中力偶单独作用时狓截面弯矩值；犕狇（狓）为均
布荷载单独作用时狓截面弯矩值。

图３３　叠加关系图

其次，讨论结构中任意直线段弯矩图的绘制。以图３３（ｂ）中杆段犃犅为研究对象，其上的作
用力，除均布荷载狇外，还有犃、犅两个端面上的内力。比较犃犅段和图３３（ａ）所示简支梁（又称
为犃犅段的相应简支梁），发现两者的受力是完全相同的，因此，二者的弯矩图也完全相同。于
是，作任意直杆段弯矩图的问题，就归结为作相应简支梁弯矩图的问题。与简支梁弯矩绘制的叠
加原理相同，具体的作法分为两步。首先根据犃、犅两个截面上的弯矩犕犃、犕犅，作直线弯矩图
犕犉［如图３３（ｃ）］；然后以这条直线为基线，以竖标叠加的方式，叠加犃犅段在均布荷载狇作用下
的弯矩图犕狇［图３３（ｄ）］；得结构的弯矩图［图３３（ｅ）］。

３．１．５　单跨静定梁内力图

利用上述荷载与内力的关系和叠加法绘制内力图的原理如下：对于单跨静定梁先选定内力
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